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nahodnymi veli¢inami a charakteristické funkce. Kromé toho jsou také du-
sledné probirany piiklady z pomocnych témat, ktera jsou nezbytna pro
zvladnuti piikladi z jiz zminénych hlavnich okruhii. Uvedenad feseni jsou dost
podrobna na to, aby tato sbirka byla vhodna nejen pro studenty navstévujici
cviceni ze zminéné prednasky, ale i pro ty, ktefi se na pisemnou ¢ést zkousky
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Kapitola 1

Uvod

Tato préace je sbirkou fesenych piikladi z teorie pravdépodobnosti doplnénd
o prislusné definice a potiebna tvrzeni. Zdrojem vétsiny tvrzeni jsou poz-
namky autora z prednasky Teorie pravdépodobnosti I uvedené z duvodu
struénosti bez dukazu. Nékterym tvrzenim predchézi ivaha, ze které ta tvr-
zeni plynou. Jsou to predevsim pomocna tvrzeni vhodna pro feseni piikladu,
ktera ale nejsou uvedené ve skriptech, jsou to také véty, jejichz dukaz je
nazornym cvicenim na prislusnou teorii.

V kapitolach 3 a 4 se probiraji priklady, které jsou obvykle soucasti
zakladnich kurzu teorie pravdépodobnosti a statistiky. V kapitole 3 si ¢tenar
pripomene pojmy nezavislosti ndhodnych veli¢in, margindlnich a sdruzenych
charakteristik ndhodnych veli¢in. V kapitole 4 se zabyvame takzvanym ele-
mentarnim podminovanim, to jest podminovanim nahodnymi jevy.

Kapitola 5 je velmi stru¢nd, jednoducha a ryze technicka. Jeji vyznam
se projevi az v kapitole 8.

V kapitole 6 jsou piiklady zaméfené na vétu o transformaci, kterd se
obvykle podrobné probira na prednaskach ze statistiky. Jsou to pracné a
namahavé priklady, ale bez jejich zvladnuti se da velice tézko tesit priklady
z nasledujici kapitoly.

Kapitola 7 je prvni kapitola, ktera neni opakovanim. V ni se ¢tenar nauci
podminovat o-algebrami a nahodnymi velicinami. P¥islusné pojmy jsou dany
do souvislosti s pojmy zavedenymi v kapitole o elementarnim podminovani.

Posledni kapitola je vénovana charakteristickym funkcim - nové tplné
charakteristice nahodné veli¢iny. Jsou tam piiklady pouze dvou druhu: spo-
¢ist charakteristickou funkci dané ndhodné velic¢iny a zkontrolovat, zda déana
funkce neni charakteristickou funkci néjaké nahodné veliciny. Pro feSeni



prikladi druhého druhu je uvedeno velké mnozstvi pomérné jednoduchych
kritérii. Mimo jiné je v této kapitole uveden dukaz véty 8.25, jejiz znéni lze
nalézt jako cviceni v [K], str.77.

Posledni dvé kapitoly jsou vlastné cilem celé préce, k jehoz dosazeni
je nutné projit prvnimi péti kapitolami. Nejpodstatnéjsim zdrojem cerpani
pro né je [L]. Ctendfe zvyklého na skripta [L] je vhodné uz ted upozor-
nit na odliSnou konvenci v pouzivani rovnosti mezi nahodnou veli¢inou a
podminénou stfedni hodnotou, viz poznamka 7.2.



Kapitola 2

Zakladni pojmy a definice

Tato kapitola obsahuje nékteré zédkladni pojmy a tvrzeni, jejichz znalost
je nezbytna pro pochopeni zadani prikladu. V ptipadé, ze rozumite vSem
pojmum vyskytujicim v prikladech, muzete ji preskocit.

Zacneme zakladnim pojmem teorie pravdépodobnosti - pravdépodob-
nostnim prostorem.

Definice 2.1. Trojice (2, A,P), kde Q # ), A je o-algebra na Q a P je
pravdépodobnostni mira'na A, se nazyva pravdépodobnostni prostor.

1. Pokud € je nejvyse spocetnd, A = 22 a pro viechna A € A

P(4) =) P({w}),

w€eA
pak (€2, A,P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor.

2. Necht € € B* je nespocetna, A =QNB* ={B € B*, B C Q}. Necht
déle f : Q +— R je lebesgueovsky méritelna nezapornd funkce takova,
ze [, f(w)dw =1, pak f je hustota pravdépodobnosti. Pokud pro
vSechna A € A

Pt)= [ o) d
A
pak (2, .A,P) je spojity pravdépodobnostni prostor.

Dalsimi pojmy, se kterymi se budeme setkavat témér v kazdém piikladé
jsou pojmy nahodné veli¢iny a rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny.

ITo jest mira na A takova, ze P (Q) = 1.



Definice 2.2. Necht (€, .A,P) je pravdépodobnostni prostor, (S,8) je mé-
fitelny prostor a funkce X : Q +— S je méritelna, pak rekneme, ze X je
nahodna veli¢ina s hodnotami v (5,S).

Definice 2.3. Necht X : (22, A) — (S, S) je ndhodn4 velicina. Rozdélenim
pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je pravdépodobnostni mira Px na
S takova, ze pro vSsechna B € S plati

Py(B)=P(X € B).
1. Je-li (S,S,Py) je diskrétni pravdépodobnostni prostor, pak fikdme, ze
X je diskrétni nahodna velicina.
2. Analogicky, je-li (S,S,Px) je spojity pravdépodobnostni prostor, pak
fikame, ze X je spojitda ndhodna veli¢ina.

Poznamka 2.4. Ndhodné wveliciny nelze rozdélit do techto dvou kategorii,
existuji 1 takzvané singuldrni a smisené ndhodné veliciny. Ty ale probirat
nebudeme a omezime se pouze na spojité a diskrétni ndahodné veliciny.

Definice 2.5. Nahodna veli¢ina (X;,j =1,...,k) s hodnotami v prostoru

k k
(H Sj,®8j,> , respektive v (R", B"),
j=1  j=1

se nazyva nahodny vektor, respektive realny nahodny vektor. V pii-
padé realného nahodného vektoru a k£ = 1 se tato veli¢ina nazyva realna
nahodna velicina.

Definice 2.6. Necht (S,,S,) pro n € N jsou méfitelné prostory. Pak sou-
¢inovou o-algebrou

+0o0

XS

n=1

na prostoru H:g S, nazveme o-obal? mnoziny vsech koneéné-rozmér-
nych valcti na ném, to jest mnozin typu

“+00
[1 4
n=1

kde A, € S, a A,, # S, jen pro koneéné mnoho n.

2¢-obal systému mnozin - nejmens{ o-algebra obsahujici tento systém.



Definice 2.7. Necht (S,,S,, i) pro n € N jsou pravdépodobnostni pro-
story. Pak sou¢inovou pravdépodobnostni mirou

+o00
- @
n=1
nazveme miru p na @ S, takovou, ze
w(A) = 1] ma (A0,

neN

pro libovolny méfitelny vélec A = [[72] 4, na [[[=5 S,, kde N C N je
koneénd a A, = S,, pro vsechna n € N\ N.

Definice 2.8. Nahodn4 velicina (X,,n € N) s hodnotami v prostoru

(H Sh, ®Sn,> , respektive v (R*, (B(R))*),

neN neN

se nazyva ndhodna posloupnost, respektive realna nahodna posloup-
nost.

Definujeme nezavislost nejprve pro nahodné jevy.

Definice 2.9. Necht (9, .A,P) je pravdépodobnostni prostor a pro k od 1
do n € N necht A jsou ndhodné jevy na tomto prostoru, potom fekneme,

ze jsou nezavislé, pokud pro kazdou koneénou mnozinu I C {1,2,...,n}
plati
iel icl

Tuto definici rozsifime jednak tim, ze se nebudeme omezovat pouze na
jevy, ale budeme pracovat se systémy jevu, jinak tim, Ze pocet systému jevu
nebudeme nijak omezovat, tedy jich muze byt pripadné i nespo¢etné mnoho.

Definice 2.10. Necht (Q, A,P) je pravdépodobnostni prostor, I necht je
neprazdna mnozina, pro viechna i € I necht C; C A je neprazdny systém
nahodnych jevii. Rekneme, ze systémy C;,i € I jsou nezévislé, pokud pro
kazdou konec¢nou mnozinu J C I a pro kazdé A; € C;,i € J plati

P (ﬂAi) =[]r ).

e icJ



Ted definujeme nezdvislost pro ndhodné veli¢iny. Nejprve pro konecny
jejich pocet, pak pro libovolny.

Definice 2.11. Ng(:ht7 Xk : (,AP) — (S, Sk) pro k = 1,2,...,n jsou
nahodné veliciny. Rekneme, Ze jsou nezavislé, pokud pro libovolné B; €

S;,1 € 1 plati
P (ﬂ[xk c Bk]> =[P Xi e By

k=1 k=1

Definice 2.12. Necht I je neprdzdnd mnoZina, pro viechna i € I necht
X, (2, A, P) — (S;,S;) jsou ndhodné veli¢iny. Rekneme, Ze jsou nezavislé,
pokud pro kazdou koneénou mnozinu J C I a libovolné B; € S;,i € J plati

P (ﬂ[x,- c B,}) =[[rxieB).

ied iceJ

Definice 2.13. Necht X : (2, 4,P) — (S,8) je ndhodn4a velicina, potom
o-algebru
o(X)={[X € B], BeS}

nazveme o-algebrou generovanou ndhodnou velicinou X.

Poznamka 2.14. Nahodné veliciny jsou nezdvislé prdave tehdy, kdyz jsou ne-
zavislé jimi generované o-algebry.

Pozndmka 2.15. Vektory, az na kapitolu o charakteristickych funkcich, po-
vazujeme za Tddkové.

Néasledujici dvé tvrzeni ndm pomohou ovérit nezavislost v konkrétnich

prikladech.

Véta 2.16. Necht (X1,. .., X}.) je redlnyg ndhodny vektor s diskrétnim rozdé-
lenim s hodnotami v nejvyse spocetné mnozineé S = H?Zl S; € B*. Oznacme
pro (z1,...,25) € S P(Xy =21,..., Xk = xx) = p(x1,...,2%). Potom

1. pro vsechnai=1,...,k X; je diskrétni nahodnd velicina s rozdélenim
pi(zi) =P (Xi =) = Z p(z1s. ., o),
z; €55 iF]

10



2. veliciny X1, ..., Xk jsou nezdavislé pravé tehdy, kdyz pro vsechny vek-
tory (xq,...,x) € S plati

k

p(xy,...,xp) = sz(xz)

i=1

Véta 2.17. Necht X = (X1,...,Xy) je redlny ndhodnij vektor se spojityim
rozdélenim s hustotou pravdépodobnosti f(x1,...,x1). Necht ddle X; maji
hodnoty v B; € B. Potom

1. pro vSechna i =1,...,k X; ma spojité rozdéeleni s hustotou
fz(xz):/ // /f(l'l,,l’k)dwld$zl,dl'l+1dl'k,
S1 Si—1Si+1 Sk
2. veliciny X;,i=1,...,k jsou nezdvislé prdave tehdy, kdyz rovnost

f(xy,. .. xp) = Hfi(xi)

plati pro skoro viechna x € R*.
Zavedeme jesté nekolik charakteristik nahodnych veli¢in.

Definice 2.18. Nec?t_lﬁ ]1:% = RU{—00, +00}, B je pifslusné rozsiteni B. Necht
déle X : (2, A) — (R, B) je zobecnéna redlnd ndhodnd veli¢ina. Existuje-li
EX = / X(w)dw € R,

Q
pak se EX nazyva stfedni hodnotou ndhodné veliciny X. V opacéném
pripadé fekneme, ze X nemd stiedni hodnotu.

Pozndmka 2.19. Spocitat stredni hodnotu primo z definice vétsinou se nedd,
proto v konkrétnich pripadech pouzZivame ndsledujici tvrzeni plynouci ze sub-
stitucnich vét.

11



Tvrzeni 2.20. Necht X je zobecnénd redlnd ndhodnd velicina s hodnotamsi
v (R, B), h je méritelnd funkce z (R, B) do (R, B), potom h(X) je zobecnénd
redalnd ndahodnd velicina a plati

Eh(X):/Qh(X(w))dw:/_ " h(x) dPy (x),

o0

pokud aspon jeden z vyrazu md smysl.
Specidlné:

1. pro spojitou nahodnou velicinu X plati

Bh(x) = [ " @) - f() dr,

[e.9]

kde fx je hustota pravdépodobnosti veliciny X,

2. pro diskrétni nahodnou velicinu X plati
EA(X) =Y h(z:) - pi,
i=1

kde X mnabyjvd hodnot z mnoziny {x;;i € N} a hodnoty x; nabjvd
s pravdépodobnosti p;.

V' jeste specialnéjsim pripadé, kdyZ h je identické zobrazent, dostavame
nasledugici vzorce:

1. pro spojitou nahodnou velicinu X plati
+oo
EX :/ x - fx(z)dz,

2. pro diskrétni nahodnou velicinu X plati
(0.)
i=1

Tvrzeni 2.21. 1. Necht X,Y jsou redlné ndhodné veliciny, a,b,c jsou
redlnd cisla. Potom

E(a+b-X+c-Y)=a+b-EX +c-EY.

12



2. Pokud B je ndhodny jev, potom
Elp =P (B).

Definice 2.22. Distribuéni funkci realné ndhodné veliciny X nazveme
funkci

Fx(z) =P(X<x).

Pozndmka 2.23. Pripomenme si, Ze hustota redlné nahodné veliciny je skoro
vsude derivact distribucni funkce.

Poznamka 2.24. Pro nezdpornou spojitou nahodnou velicinu X stredni hod-
notu muzeme spocist pomoci distribucni funkce ndsledovné:

+o0

IEXz/l—FX(x)dx.
0

Definice 2.25. Rozptylem redlné nahodné veliciny X nazveme ¢islo
var X = E(X —EX)?,
pokud vyraz na pravé strané rovnosti ma smysl.

I stfedni hodnota, i rozptyl ndhodné veli¢iny jsou jejimi takzvanymi mo-
menty.

Definice 2.26. Pro redlnou ndhodnou velicinu X nazveme jejim k-tym
obecnym momentem ¢islo

EX*,
pokud ma smysl, k-tym centralnim momentem - ¢islo
E(X —EX)",
pokud ma smysl.

Definice 2.27. Sikmosti redlné ndhodné veli¢iny X nazveme &islo
73 =E(X —EX)*/(VvarX)?,

pokud vyraz na pravé strané rovnosti ma vyznam.

13



Definice 2.28. Spicatosti realné ndhodné veliciny X nazveme &islo
74 = E(X —EX)*/(varX)?,
pokud vyraz na pravé strané rovnosti ma vyznam.
Definice 2.29. Kovarianci realnych nahodnych velicin X, Y nazveme ¢islo
cov(X,Y)=E(X —-EX)(Y —EY),
pokud vyraz na pravé strané rovnosti ma vyznam.
Pro rozptyl a kovarianci nahodnych velic¢in plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.30. Necht X,Y jsou redlné ndhodné veliciny, a, b, c, d jsou redlnd
cisla, potom

1. var X = EX? — (EX)?2, pokud aspori jedna strana md smysl,

2. cov(X,Y) = EX Y — EX - EY, pokud veliciny X,Y a X - Y maji
konecénou stredni hodnotu,

3. cov(X, X) =wvar X, pokud aspon jedna strana ma smysl,

Pozndmka 2.31. Velicinam, jejichz kovariance je nulovd, se rikd nekorelo-
vané. Pokud X,Y jsou nezavislé a existuje jejich kovariance, pak jsou ne-
korelované. Opak vsak neplati, to jest nekorelované ndhodné veliciny obecné
nemuseji byt nezdvislé.

Neékteré z poslednich definic jsou aplikovatelné i pro realné nahodné vek-
tory.

Definice 2.32. Necht (Xi,...,X,) je redlny ndhodny vektor, potom jeho
stfedni hodnotou nazveme vektor

EX = (EXy,...,EX,),

pokud vsechny slozky na pravé strané maji smysl.
Varianéni matici vektoru X nazveme matici Var X typu nxn takovou,
ze pro vSechna 7,7 = 1,...,n plati

(Var X),; ; = cov(X;, X;),

pokud kovariance libovolnych dvou slozek vektoru X existuji konec¢né.
Distribuéni funkei vektoru X nazveme funkci F' : R® — R danou pred-
pisem

F(zy,...,2,) =P(Xy < x1,.... X, <z,), (x1,...,2,) € R™.

Dalsi definice a tvrzeni budou uvedeny podle potieby.

14



Kapitola 3

Nezavislost

Zacneme piikladem na nezavislost ndhodnych jevi.

Priklad 3.1. Najdéte takovy pravdépodobnostni prostor s jevy A, B,C,
aby

1. jevy A, B,C byly po dvou nezavislé, ale aby jako celek nebyly neza-
vislé,

2. platiloP(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C), ale aby jevy A, B, C nebyly

nezavislé.
Reseni. 1. Uvazujme hody minc{ se stejnou pravdépodobnosti padnuti
lice (L) a rubu (R). Déle uvazujme dva postupné nezéavislé hody minci,

tomu pak odpovidd pravdépodobnostni prostor (€2, A, P), kde

Q= {RﬁL}Z = {(L7 L)? (L7 R)7 (R’ L)v (Ra R)}:
A =27,

PH{(L.L)})=P{(L,R)}) =P{(R,L)}) =P{(R,R)}) = i,
Necht dale
A ={(R.L),(L,R)}, B={(L,R),(L,L)}, C ={(R, L), (L, L)},

pak P(A) =P(B)=P(C)=1/2a
P(ANB) =P({(L, R)) = | =

15



Analogicky se da ukazat, ze P(CNB) =P(C)-P(B)aP(CNA) =
P(C)-P(A), to jest jevy A, B,C jsou po dvou nezéavislé. Ale zaroven

P(AOBDC):P(@):O#%:P(A)P(B)-P(C),

tedy jevy A, B, C nejsou nezavislé.

2. Necht Q@ = {0,1,...,26}, 4 = 22 P({i}) = 1/27 pro vSechna i =
0,1,...,26. Necht dale

A=1{0,1,2,...,8},
B ={0,9,10,...,16},
C ={0,17,18,...,24},

potom P(A) =P(B)=P(C)=1/3 a

P(AﬁBﬂC)zP({O})z%:(

Wl =

ale

P(ANB)=P({0}) = - #

Ol =

1
27
to jest jevy A, B, C nejsou nezavislé.

Velmi uziteénym néstrojem pii praci s dvouslozkovymi diskrétnimi na-
hodnymi vektory nabyvajicimi koneéné mnoha hodnot je takzvand prav-
dépodobnostni tabulka. Dejme tomu, ze redlny ndhodny vektor (X,Y)
nabyva hodnot z mnoziny A x B = {ay,...,an} X {b1,...,bn,} a pro
i=1,...,nx,j =1,...,ny plati P(X = a;, Y = b;) = p;;, pak tyto idaje
muzeme shrnout do nasledujici tabulky.

Y
X\ by b, - b]- .. bny
a1 b1 Piz2 - DP1j - Plny
a2 P21 P22 0 P25 o Pony
Q; Pi1 Pi2 0 Dij Piny
anx pnx,l an,Z T pnx,] e pnx,ny

16



Bod 1 véty 2.16 nam umoziuje jednoduse spocitat marginalni rozdéleni
slozek X a Y. K tomu staci secist cisla v kazdém tadku a v kazdém sloupci
a vysledky zapsat do pridaného napravo sloupce a ptridaného dolu radku.
V téch novych sloupci a fadku tim padem dostaneme marginalni rozdéleni
X a Y respektive. Ted’” pro kontrolu vypoctu jesté secteme ¢isla i v nich,
meli by se oba soucty rovnat jednicce. Jako vysledek dostaneme nasledujici
tabulku, které budeme fikat rozsitrena pravdépodobnostni tabulka.

X\Y b, by - bj - Dy b
ar | mi P2 o Dy ot DPimy | Px(1)
as | P21 D22 v D2yt Damy | Px(2)
: : : : : . 31
a; Di1 Di2 R U] Diny pX(Z) ( )
anX pnx,l an,Z pnx,] pnx,ny pX(nX)
Y oipy(1) py(2) - py(y) -0 py(ny) 1
kde pro vsechna ¢t =1,...,nx,j=1,...,ny

ny
px(i) = sz‘,j =P (X =a),
=1

py(J) = Zpi,j =P (Y =1b)).
=1

V této rozsitené tabulce se snadno ovéruje i nezavislost velicin X, Y. Podle
bodu 2 véty 2.16 staci k tomu zkontrolovat, zda pro vSechny mozné kombi-
nace it =1,...,nx,j=1,...,ny plati

pij = px(i)py (j)-
Piiklad 3.2. Redlny nahodny vektor (X,Y) nabyva pouze ¢ty hodnot
0,
(1,

1. Spocteéte stiedni hodnotu a varianéni matici tohoto vektoru.

0) - s pravdépodobnosti 1/2
0),(0,1),(1,1) - kazdou s pravdépodobnosti 1/6

2. Jsou nahodné veliciny X a'Y nezavislé?
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Reseni. 1. Sestavime rozsitenou pravdépodobnostni tabulku ndhodného
vektoru (X,Y).
x\" 0 1 )
0 [1/2 1/6|2/3
1 |1/6 1/6]1/3
¥ 12/3 1/3] 1

Ted jiz vime margindlni rozdéleni a muzeme spocist stfedni hodnoty
X a 'Y, navic vidime, ze jsou stejné rozdélené, z ¢ehoz plyne, ze maji

stejné momenty

2 1 1
EX=EY =0-+1-=—
3 * 3 3
Vypocteme rozptyly ndhodnych veli¢in X, Y.

2 1 1 1

X =varY =EX? — (EX)* =02+ 122 — (2)* ==

var var (EX) 3 + 3 (3) 3

Jediné co zbylo spocist je kovariance X, Y. K tomu nejprve najdeme

rozdéleni veliciny X Y. Obé veliciny X a Y nabyvaji pouze hodnot 0

a 1, tedy i jejich sou¢in nabyva stejnych hodnot, spocteme s jakymi
pravdépodobnostmi jich nabyva.

1
(XY =1)=P(X =LY =1) =,

15
P(X-Y =0)=1—P(XY =1)=1—=—2,
6 6
pak
5 1 11 1
X.V)=EXY)—EXEY =02+ 12 ~2 — —
cov(X,Y) = E(X-Y) 676 3313

7 vyse uvedeného plyne nasledujici vysledek.

E(X,Y) = (EX,EY) = (1/3,1/3), Var(X,Y) = ( 12//198 12//198 > |

2. Ndhodné veliciny X,Y maji nenulovou kovarianci, tedy nejsou neza-
vislé.

A
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Piiklad 3.3. Redlny ndhodny vektor (X,Y) md rovnomérné rozdéleni na
mnoziné {(0,1), (0,2), (1,0), (1, 1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2)}.

1. Zjistéte obé marginalni rozdéleni.
2. Jsou nahodné veliciny X a 'Y nezavislé?

Reseni. 1. Sestavime rozsitenou pravdépodobnostni tabulku nahodného
vektoru (X,Y).
X\ 0o 1 2|%
0 0 1/8 1/8|4/8
1 |1/8 1/8 1/8|3/8
2 |1/8 1/8 1/8(3/8
¥ [2/8 3/8 3/8| 1

Tim je pifklad vyfeSen, nebot v dolnim fddku mdme rozdéleni Y,
v pravém sloupci - rozdéleni X.

2. Néhodné veliciny X a Y nejsou nezavislé, nebot napiiklad

OzP(Xzo,Yzo)#P(X:O)-P(Yzo):%%.
A

Pozndmka 3.1. Skuteénost, Ze jsme pri ovérovdni nezdvislosti vybrali z prav-
dépodobnostni tabulky prvek s pravdépodobnosti nula, neni nahoda. Obecné
plati: pokud pravdépodobnostni tabulka je sestavend spravné v tom smyslu,
zZe meobsahugje Zddny nulovy rddek ani sloupec, ale obsahuje prvek s pravdé-
podobnosti nula, pak veliciny nejsou nezdvislé.

Je to skoro zreymé, ale pro jistotu uvedeme i dikaz tohoto turzeni. Bu-
deme pouZivat stejné oznaceni jaké jsme pouZivali pri zavedeni pojmu 10zSi-
rené pravdépodobnostni tabulky (3.1). Necht p;; = 0. z predpokladu ani i-ty
radek ani j-ty sloupec neobsahuji samy nuly, tedy ani soucty cisel v nich
nejsou nulové, to jest px (i) # 0 # py(j). Pak ale

0=pi; =P(X =0a;,Y =b;) #P(X = a;) P(Y =bj) = px(i)py(j) #0,
tedy ndhodné veliciny X,Y nejsou nezdvislé.

Véta 3.2. Necht X1, ..., X, jsou nezdvislé redlné ndhodné veliciny s hodno-
tami v A; C R, hy, ..., h, jsou méritelné funkce z A; do R, potom ndhodné
veliciny hi(X1), ..., ho(X,) jsou také nezdvislé.

19



Pozndmka 3.3. Jednoduchym disledkem predeslé véty je skutecnost, Ze jsou-
li v ni funkce hi(X1),..., h.(X,) méritelné bijekce, pricemz jejich inverze
jsou také méritelné, potom veliciny X1, ..., X, jsou nezdvislé pravé tehdy,

kdyz hy(X1), ..., ho(X,) jsou nezavislé.
Priklad 3.4. Redlny nahodny vektor (X,Y') nabyva pouze Sesti hodnot:

(0,1),(1,0),(2,3),(3,2)
1,2),(2,1)

1. Spoctéte stredni hodnotu a varianc¢ni matici tohoto vektoru.

- kazdou s pravdépodobnosti 1/12,
- kazdou s pravdépodobnosti 1/3.

2. Jsou nahodné veliciny X a 'Y nezavislé?

3. Jsou log(X +Y) alog(X —Y + 2) nezdvislé nahodné veliciny?

Reseni. 1. Jako vzdy nejprve sestavime rozsitenou pravdépodobnostni
tabulku ndhodného vektoru (X,Y).

Yo 1 2 3|3
0 | 0 1/12 0 0 |1/12
1 |1/12 0 1/3 0 |5/12
2 | 0 1/3 0 1/12]|5/12
300 0 1/12 0 |[1/12
> [1/12 5/12 5/12 1/12] 1

Spocteme stiedni hodnoty a rozptyly nahodnych veli¢in X, Y s vyuzi-
tim toho, ze tyto veli¢iny jsou stejné rozdélené.

1 5 .5 3
EX =EY =0-— +1—+2—-+3—_==C
IS TR TR TR T

var X =varY = EY? — (EY)?

1 5 5 1 3
:()2__ 12__ 22._ 32._ (T2
12+ 12+ 12+ 12 (2)
_0+5+20+9_9_34 9 7
N 12 12 12 4 12

112

Vzhledem k tomu, ze vektor (X, Y') nabyva pouze hodnot (0, 1), (1,0),
(2,3),(3,2),(1,2) a(2,1), ndhodna veli¢ina X-Y nabyva pouze hodnot
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0,6 a 2 a to s nasledujicimi pravdépodobnostmi:

1 1 1
P(XY=0=P(X=0Y=1 P(IX=1Y=0)= — 4+ — =2
1 1 2
P(X-Y:2):P(le,Y:Z)—i—P(X:Q,Y:l):§+§:57
1 1 1
P(XY=6=P(X=2Y= P(X=3Y=2)=—+— = —.
( 6) =P ( : 3) +P(X =3, ) =55t 155
Pak
1.2 1 3,
cov(X,Y)=EX'Y —EX-EY = 0-6 + 2-§ + 6.6 — (5)
_T_9_1
3 4 12

7, vyse uvedeného plyne nasledujici vysledek.

E(X,Y) = (3/2,3/2), Var(X,Y) = ( Iﬁ; %g )

. Ndhodné veliciny X,Y maji nenulovou kovarianci, tedy nejsou neza-
vislé.
. Vektor (X,Y’) nabyva pouze hodnot (0,1),(1,0),(2,3),(3,2),(1,2) a

(2,1), ndhodny vektor (X —Y, X +Y') nabyva pouze hodnot (—1, 1),
<_17 3)7 (_17 5)? (17 1)7 (17 1)7 (17 5)

P(X—Y=-1,X4Y=1)=P(X=0,Y =1)=1/12,
P(X—Y =-1,X+4Y =3)=P(X=1Y=2)=1/3,
P(X—Y =-1,X4Y =5 =P(X =2,Y =3)=1/12,
P(X — Y_1X+Y—1) P(X=1Y=0)=1/12,
P(X-Y=1,X4Y=3)=P(X=2Y=1)=1/3,
P(X — Y_1X+Y—5) P(X =3,Y=2)=1/12.

Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni (z,y) — (x — y,z + y) je prosté, pii
sestaveni pravdépodobnostni tabulky ndhodného vektoru (X —Y, X +
Y') jde pouze o prepis hodnot z tabulky vektoru (X,Y’) na piislusna
mista. Rozsifend pravdépodobnostni tabulka vektoru (X — Y, X +Y)
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pak vypada nasledovneé:

xy\V Y1 3 5 | %
—1 [1/12 1/3 1/12[1/2
1 1/12 1/3 1/12|1/2
5 1/6 2/3 1/6 | 1

Jednoduchou kontrolou na zakladé rozsitené pravdépodobnostni ta-
bulky zjistime, ze ndhodné veliciny X — Y, X + Y jsou nezavislé.
Uvédomime si, ze funkce log z + 2 a log z jsou méfitelné na {—1,1}
a {1,3,5} respektive, tedy veli¢iny log(X +Y) a log(X —Y +2) jsou
také nezavislé.

A

Priklad 3.5. Redlny nahodny vektor (X,Y') nabyvd pouze Sesti hodnot:

) - s pravdépodobnosti 1/6,
) - s pravdépodobnosti 1/3,
) - s pravdépodobnosti 1/9,
) - s pravdépodobnosti 2/9,
) - s pravdépodobnosti 1/18,
) - s pravdépodobnosti 1/9.

1. Spoctéte stredni hodnotu a variancni matici vektoru (X, X —Y).
2. Jsou nahodné veliciny X a'Y nezavislé?
3. Jsou X a X —Y nezavislé nahodné veliciny?”

ResSeni. 1. Vzhledem k tomu, Ze vektor (X,Y’) nabyvéa pouze hodnot
(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2) a (2,3), ndhodny vektor (X, X —Y)
nabyva pouze hodnot (0,—1),(0,0),(1,—1),(1,0),(2,—1),(2,0) a to
s nasledujicimi pravdépodobnostmi:

P(X=0X-Y=-1)=P(X=0,Y=1)=1/3,
P(X=0,X-Y=0)=P(X=0,Y =0)=1/6,
P(X=1,X-Y=-1)=P(X =1,V =2) =2/9,
P(X=1,X-Y=0)=P(X=1Y =1)=1/9,
P(X=2X-Y=-1)=P(X=2Y =3)=1/9,
P(X=2X-Y=0)=P(X=2Y =2)=1/18.



Sestavime rozsitenou pravdépodobnostni tabulku ndhodného vektoru
(X, X -Y).
X\X_Y 0 -1 X
0 1/6 1/3]1/2
1 1/9 2/9]1/3
2 1/18 1/9|1/6
by 1/3 2/3] 1

Spocteme stredni hodnoty a rozptyly nahodnych velicin X a X — Y.

1 2 2
E(X-Y)=0=>—12=—
( )=03-13 1
1 1 1 2\ 2 4 5
X=0=-4+12-4+22-— (2] =1—-==2
var 2T 3T (3) 99
1 2 2N 2 4 2
X-Y)=0%> N2 (2) =2 -=-=2
var { =0y (=003 (3) 379 9

Vektor (X, X —Y) nabyva pouze hodnot (0,—-1),(0,0),(1,-1),(1,0),
(2,—1),(2,0), tedy ndhodné velicina X-(X —Y’) nabyva pouze hodnot
0,—1,—2 a to s nasledujicimi pravdépodobnostmi:

P(X(X—V)=-2)=P(X=2X-Y =—1)= -,
P(X(X—Y)=-1)=P(X=1,X-Y =—1) =

P(X-(X-Y)=0)=1-P(X:(X -Y) = —2)
SP(X(X —-Y)=-1)

Y

OO =

Pak
cov(X, X -Y)=EX-(X-Y)) —EX-E(X -Y)

1 2 2 2\ 2 4 4
— _2._ — 1— «o— — _— —_ = —— —_ = .
g g tl3 ( 3) 3= 9T~ "

Z vyse uvedeného plyne nésledujici vysledek.
E(X,X —Y) = (2/3,—2/3), Var(X,Y) = ( 5(/)9 2(/)9 ) .
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2. cov(X,Y) = var X —cov(X, X —-Y) =2/9 -0 = 2/9 # 0, tedy

nahodné veliciny X, Y nejsou nezavislé.

3. Jednoduchou kontrolou na zékladé rozsitené pravdépodobnostni ta-
bulky ndhodného vektoru (X, X — Y) zjistime, ze ndhodné veli¢iny
X, X —Y jsou nezavislé.

A

Neprazdné kolekce nezavislych ndhodnych veli¢in jsou nezavislé.

Véta 3.4. Necht I je neprdzdnd mnoZina a pro kazdé i € I necht T; je
také neprdzdnd mnoZina. Pro vsechna i € I a pro vsechna t € T; necht
Xist € I,t €T, jsou nezavislé nahodné veliciny. Potom pro vsechna i € I
nahodné veliciny (X, t € T;),i € I jsou také nezdvislé.

Piiklad 3.6. Rozhodnéte, zda existuji spojité nahodné veliciny X,Y a Z a
méritelné funkce f a g takové, ze Y = f(X) a Z = g(X) jsou nezavislé.

Reseni. Uvedeme bez dikazu dvé tvrzeni. Jsou témér ziejmé, ale jejich
formalni dukaz by zabral dost ¢asu, aniz by byl néjakym zpusobem dulezity
pro tento priklad.

1. Pokud nahodné veliciny X; jsou nezavislé s alternativnim rozdélenim
s parametrem 1/2; potom nédhodn4 veli¢ina

X=> 27X

ieN
ma rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

2. Naopak, pokud X m4 rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1) a X;
je i-ta cislice X v nekonecném dyadickém rozvoji, pricemz davame
prednost rozvojum obsahujicim nekoneéné mnoho nul, potom ndhodné
veliciny X; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim
s parametrem 1/2.

Necht ddle X mé rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1), potom podle
tvrzeni 2 pro vSechna ¢ pfirozena X; jsou nezavislé nahodné veliciny s alter-
nativnim rozdélenim, kde X je i-td cislice X v nekonec¢ném dyadickém roz-
voji (zase v pripadé dvou moznych rozvoju vybereme obsahujici nekoneéné
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mnoho nul). Ndhodné posloupnosti {Xox_1}tren & {Xok }ren jsou nezdvislé
jako kolekce nezavislych nahodnych veli¢in. Déale podle tvrzeni 1 ndhodné

veli¢iny
Y= 2"Xny1 a Z=)) 27*Xy
kEN kEN
maji rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1), tudiz jsou spojité. Zaroven
jsou nezavislé jako méritelné transformace nezavislych nahodnych velicin.

vlastné hotovi.
A
Zavedeme jesté jeden uzitecny pojem.

Definice 3.5. Nechf X : (9, 4,P) — (R* B*) je spojity nahodny vek-
tor. Mnozinu A € B* nazveme nosiéem nshodného vektoru X, pokud jsou
splnény dvé podminky:

1.P(XeA =1,

2. pokud pro méfitelnou mnozinu B C A plati \¥(A\B) > 0, potom
P(XeB)<Ll

Pozndmka 3.6. Nosi¢ ndhodného vektoru je uréen jednoznacné az na mno-
Zinu Lebesqueovy miry nula.

Pozndmka 3.7. Pokud X je spojity redlny ndhodny vektor s hustotou f, pak
mnozina {f # 0} je jeho nosicem.

Necht X,Y jsou dvé nezdvislé spojité realné ndhodné veli¢iny s hustotami
f,9. Necht A= {f # 0}, B={g+# 0}, pak A a B jsou nosici veli¢in X a Y.
Déle z nezavislosti nahodnych velicin X, Y plyne, ze hustota f-g je hustotou
vektoru (X,Y), tedy A x B ={f-g# 0} je nosicem vektoru (X,Y).

Prave uvedené nam déva nasledujici vlastnost nezavislych spojitych na-
hodnych veli¢in.

Tvrzeni 3.8. Pokud X,Y jsou nezdvislé spojité redlné ndhodné veliciny,
pak libovolny nosic¢ vektoru (X,Y) je az na mnozinu Lebesgueovy miry nula
kartézskym soucinem nosicu X a 'Y, specidalné musi byt aZ na mnoZinu Le-
besqueovy miry nula méritelnym obdélnikem, to jest kartézskym soucinem
dvou meritelnych mnozin.

25



Piiklad 3.7. Necht ndhodny vektor (X,Y) m4d rovnomérné rozdéleni na
jednotkovém kruhu. Dokazte, Ze nahodné veliciny X,Y nejsou nezavislé.

Reseni. Jednotkovy kruh se lisi od kazdého méfitelného obdélniku o mno-
zinu kladné Lebesgueovy miry, tedy veliciny X, Y nemohou byt nezavislé.

A
Priklad 3.8. Rozhodnéte, zda plati nasledujici implikace:

1. je-li (X,Y) spojity nahodny vektor, pak X a'Y jsou spojité nahodné
veliciny,

2. jsou-li X a'Y spojité nahodné veli¢iny, pak (X,Y) je spojity ndhodny
vektor.

Reseni. 1. Tato implikace je soucésti véty 2.17.

2. Opacné implikace neplati. Necht X je spojitd realnd ndhodnd veli¢ina
a necht Y = X, potom P (X,Y € {(z,y) € R®, z =y}) = 1. Pokud
by vektor (X,Y’) byl spojity, pak mél by hustotu a méla by se rov-
nat nule skoro vsude na R*\{(z,y) € R? z = y}, tedy by byla nulova
skoro vSude na celé roviné. Tohle je ale ve sporu s definici hustoty
dvojrozmérné nahodné velic¢iny, podle které se integral z hustoty pres
celou rovinu ma rovnat jednicce.

A
Priklad 3.9. Bud (2, A, P) = Q,- (2, A,,P,), kde pro vSechna n € N
Q, ={0,1}, A, =201, P,({0}) =Pa({1}) = 1/2.
Pro w € Q) polozme N
X(w)=> 2w, (3.2)
n=1
Ukazte, ze
1. X je nahodna veli¢ina (ze je méritelna funkce),

2. X ma rovnomérné rozdéleni na (0, 1).
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Reseni. 1. Nejprve si povsimneme, ze fada (3.2) obsahuje pouze nezé-
porné cleny a je omezend shora konvergentni radou ), 27", tedy
podle srovnavaciho kritéria konverguje pro vSechna w € Q a funkce
X je korektné definovana. Navic X nabyva hodnot pouze z intervalu

[0,1].
Ukéazeme, 7ze A obsahuje vSechny jednoprvkové mnoziny z ). Necht
W0 € Q, pak
“+o0o
{0} = ﬂ{w €O VE<n w,=uw}.
n=1

Kazda z mnozin v tomto spocetném pruniku je kone¢né-rozmérnym
valcem na €2, to jest patii do A. Pak ale z uzavienosti o-algeber na
spocetné pruniky plyne, 7e i w° patif do A.

Déle vyuzijeme toho, ze

E—1 k
(3.3)
Vzor X 1({1}) = {(1,0,0,0,...,),(0,1,1,1,...,)} € A, tedy pro
dukaz méritelnosti X zbyva dokéazat, ze pro vSsechna m € N a pro
vSechna k=1,...,2™

([ )

Necht w! je libovolny zépis ¢isla 254 (to je stied intervalu [%21; %))

ve dvojkové soustavé. Rozmyslete si, ze potom
k—1 k

AZ{weQ, Vk<m wp =wi},
B°Z {(wi,...,wt 1,1, )},

» Mm—1

CZ {(wf,...,w,0,0,...)}

kde

A je koneéné-rozmérny valec, pro B, C' jsme jiz ukazali, ze patii do A,
tedy i X1 ([51; £)) = AUB\C € A.

Tim je dokazana meéritelnost X, tedy je nahodnou velic¢inou.
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2. S ohledem na (3.3) staci dokézat, ze Px([5; £)) = 5= pro kazdé
m € Nakazdé k =1,...,2™ . Vyuzijeme diive zavedenych oznaceni

wh, A, B, C, pak

om ' gm

P(Xe [k_l i )) —P(AUB\C) =P (A) +P(B)—P(C).

z definice soucinovou pravdépodobnostni miry plyne, ze
- 1
1
P(4) = [ Puteh) = 5~
k=1

tedy zbyva ukdzat, ze pro véechna w? € Q plati P ({w’}) = 0 plati

p ({WO}) —Pp (ﬁo{w e OWVk<n w,= w2}>

n=1

R Jim P ({w e QVk <n w, =wp}) © Jim 27" =0,

n—-+4o0o n—-+o0o

kde def. a spoj. oznacuji vyuziti definice souc¢inové miry a spojitosti
miry respektive. Tim je dukaz dokoncen.

A
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Kapitola 4

Elementarni podminéna
pravdépodobnost

Dalsim pojmem, ktery budeme potiebovat je podminéna pravdépodobnost
jevu.

Definice 4.1. Necht A, B jsou ndhodné jevy na stejném pravdépodobnost-
nim prostoru a P (B) # 0, pak podminénou pravdépodobnosti jevu A
za podminky B nazveme ¢islo

P(ANB)

PAIB) =

Tato definice ma nasledujici interpretaci: ocekavame vyskyt jevu A s né-
jakou pravdépodobnosti, jak se zméni toto ocekavani, pokud dozvime, zda
nastal jev B? Tomu modifikovanému oc¢ekavani budeme tikat podminéna
pravdépodobnost jevu A za podminky B. Jinymi slovy: podminéna pravdé-
podobnost jevu A za podminky B je ocekavani vyskytu jevu A za podminky,
ze nastal jev B.

Pozndmka 4.2. 'V pripadé, Ze jevy A, B z definice 4.1 jsou nezdvislé, potom
plat?
P(ANB)=P(A)-P(B),
tedy
P(A|B)=P(A).

Tato rovnost odpovidd intuitivnd predstavé o nezdvislosti, nebot vikd, Ze pokud
jevy A, B jsou nezdvislé, pak pravdépodobnost jevu A mezdvisi na podmince

B.
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Tvrzeni 4.3. Necht (Q, A,P) je pravdépodobnostni prostor, B € A,P (B) #
0, potom mnozZinovd funkce

Pop:A—P(A|B), AcA
je pravdépodobnostni mira na (€2, A).

Na zakladé definice podminéné pravdépodobnosti jevil zavedeme pojem
podminéného rozdéleni ndhodné veli¢iny.

Definice 4.4. Necht X je ndhodnd velicina s hodnotami v méfitelném
prostoru (S,8), B je ndhodny jev s kladnou pravdépodobnosti. Potom
pravdépodobnostni miru Px|p na S takovou, ze

PX\B(O) :P(X GO | B), OES,
nazveme podminénym rozdélenim X za podminky B.

Pokud X,Y jsou dvé diskrétni ndhodné veliciny nabyvajici hodnot ze
spocetnych mnozin A, B, pficemz vSsech hodnot z mnoziny B veli¢ina Y
nabyva s kladnou pravdépodobnosti, pak zjistit podminéna rozdéleni X za
podminky Y = y znamend spocist P(X =a|Y =b) pro vechna a € A
a pro vSechna b € B. V pftipadé, ze mnoziny A, B jsou konecné, zjisténé
udaje muzeme shrnout do nasledujici tabulky podminénych pravdépo-
dobnosti.

X|Y| by by oo by e by
ay b1 P2 - Py - Plny
a2 P21 P22 - P2y 0 P2ny
a; Pin big - Dij Pilny

Ap Pnx|t Pnxl2 - pnx|j pnx|ny

kde
A= {al,...,anx}, B = {bl,...,bny},

a p;|; oznacuje P(X =a; | Y =b;).

Piiklad 4.1. Vektor (X,Y') je ddn pravdépodobnostni tabulkou
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X\Y 0 1 2
1. 0 1/8 1/4 3/8
1 [1/24 1/12 1/8

X\ 0o 1 2
2.0 |0,1 0,2 0,3
0,1 0,1 0,2

Y ) )

V obou pripadech

e rozhodnéte, zda jsou nahodné veliciny X, Y nezavislé,
e spoctéte marginalni rozdéleni nahodné veliciny X a
e podminéna rozdéleni Y za podminky X = z.

Reseni. 1. e Sestavime rozsifenou pravdépodobnostni tabulku vek-
toru (X,Y') a zkontrolujeme, Ze jeho slozky jsou nezdvislé.

x\Y] 0 1 2| X
0 | 1/8 1/4 3/8|3/4
1 |1/24 1/12 1/8|1/4
¥ [ 1/6 1/3 1/2] 1

e Je jiz vyTeSeno sestavenim rozsitené pravdépodobnostni tabulky.

e X a Y jsou nezavislé, proto oba sloupce tabulky podminénych
pravdépodobnosti X za podminky Y splyvaji s dolnim fadkem
rozsirené pravdépodobnostni tabulky vektoru (X,Y).

Y[X]0 1
0 [1/6 1/6
1 [1/3 1/3
2 |1/2 1/2

2. e Sestavime rozsitenou pravdépodobnostni tabulku nadhodného vek-
toru (X,Y).
x\"'| 0 1 2 | 2
0 |0,1 0,2 0,3/0,6
1 10,1 0,1 0,2(0,4
¥ 10,2 0,3 0,5 1

Veliciny X, Y nejsou nezavislé, nebot napiiklad

0,1=P(X=0,Y =0)#P(X =0)P(Y =0)=0,12.
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e Je jiz vyfTeSeno sestavenim rozsitené pravdépodobnostni tabulky:.

e Spocteme vsechny mozné podminéné pravdépodobnosti typu
PY=y|X=u2x).

P(Y=0|X=0)=0,1/0,6=1/6,
P(Y=0|X=1)=0,1/0,4=1/4,
P(Y=1|X=0)=0,2/0,6=1/3,
P(Y=1|X=1)=0,1/0,4=1/4,
P(Y=2|X=0)=0,3/0,6=1/2,
P(Y=2|X=1)=0,2/0,4=1/2.

A shrneme ziskané udaje v tabulce podminénych pravdépodob-

nosti.
Y[X]0 1
0 1/6 1/4
1 1/3 1/4
2 1/2 1/2

A

Ted dokdZeme tvrzeni, které jsme jiz pouzili pii feseni pifkladu 4.1 bez
dukazu.

Piiklad 4.2. Necht X a Y jsou realné nahodné veliciny, pricemz X mé4
diskrétni rozdélent.

1. Ukazte, ze pokud X a 'Y jsou nezavislé, pak podminéné rozdéleni Y
za podminky X = x nezavisi na x € R, tj.
VB € B(R), Yz € R

P(X=2)>0=[P(Y€B|X=1)=P(Y €B) (4.1)

2. Rozhodnéte, zda (4.1) implikuje nezavislost velicin X a'Y.
Reseni. 1. Nechf B € B(R),z € R,P (X = z) # 0, pak
Y € B, X =1)
P(X =1)
nez. P(Y € B)-P(X = 1)
B P(X =2)

P(YEB|X =a) =

¢imz je tvrzeni dokéazano.
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2. Abychom dokézali, ze z (4.1) plyne nezavislost potifebujeme vlastné
dokézat, ze VB, C' € B(R) plati

PYeB Xe(C)=PYe€B)P(Xel). (4.2)
Necht C" = {z € C,P (X = x) # 0}, pak Vz € C’ plat{

P(YEBX=12)=P(Y€B|X=1)P(X=1) =

(4.3)
—P(Y €B)-P(X =1).

To uz staci na to, abychom dokazali (4.2).

PYE€BXeC)=P(Y€BXeC)=> P(YEBX=n)
zeC’
S P(YeB)P(X =2

zeC’

=PY eB)P(Xel)=P(YeB)P(Xe().
Tim je tvrzeni dokazano.

A

Zavedeme pojmy podminéné distribucni funkce a podminéné hustoty.

Definice 4.5. Necht X je realnd ndhodn4 veli¢ina, B je ndhodny jev s klad-
nou pravdépodobnosti, potom podminénou distribuc¢ni funkci nahodné
veliciny X za podminky B nazveme funkci

FX|B($):P<X§$‘B), r € R.

Definice 4.6. Nechf X je redlnd ndhodné veli¢ina, A je ndhodny jev s klad-
nou pravdépodobnosti. Necht déle existuje nezdpornd méfitelnd funkce fx|p
takova, ze

P(XEB‘A):/f)quPXB, BEB(R),
B

potom funkci fx|p nazveme podminénou hustotou ndhodné veliciny X
za podminky B.
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Pozndmka 4.7. Mezi podminénou distribucni funkci a podminénou husto-
tou je obdobny vztah, jako mezi obycenymi distribucni funkci a hustotou.
PouzZijeme-li oznaceni z poslednich definic, pak pro skoro vsechna x plati

fxip(x) = Fxp(2).
Pozndmka 4.8. Turzeni analogické tvrzeni z prikladu 4.2 plati i pro podmi-
nené distribucni funkce, to jest nahodné veliciny X,Y, kde Y je diskrétni,
jsou nezdvislé pravé tehdy, kdyz podminénd distribucni funkce X za podminky
Y nezavisi na podmince.

Piiklad 4.3. Necht X je redlna nahodné veli¢ina s rozdélenim symetrickym
kolem nuly. Rozhodnéte, zda nahodné veliciny Y a Z jsou nezavislé, kde

1 pokud X>0

Y =|X| a z—{ ’
0 jinak.

Reseni. Pokud P (X>0) = 0, pak ze symetrie rozdéleni X P (X <0) = 0,
tedy XY, Z jsou konstantni nuly a jsou zfejmeé nezavislé. V opacném piipadée
P(Z =0) # 0 # P(Z = 1) amuzeme porovnat podminéné distribu¢ni funkce
FY|Z:0 a FY|Z:1-

P (0<X<y)
Fyz— =P(Y<y|Z=0)=P(|X|[<y| X>0) = ——F=
viz=o(y) =P (Y<y | ) =P (I X[<y| ) P(X=0)
P(—y<X<0
Fyizza(y) =P(Y<y [ Z=1) =P (|X|<y | X<0) = <P(X—<0))
Ze symetrie rozdéleni veliciny X pak plyne, ze
P(0<X<y)
Fyz— = ————""
Y|Z—1(y) P (X 2 O)

V piipadé, ze P(X =0) = 0, obé podminéné distribuéni funkce jsou
stejné a tedy Y, Z jsou nezavislé. Zkusme se podivat co se stane v pripadeé, ze
tomu tak nebude. Necht X m4 rovnomeérné rozdélen{ na mnoziné {—1,0, 1},
potom

P(Y:1|Z:1):P(|X|:1|X>O):%:1
P(X =-1) 1

PV =112 =0)=P(X|= 1| X<0) = s o = 5

Tedy P(Y=1]Z=1) # P(Y =1|Z=0) a veliciny Y, Z obecné nejsou

nezavislé.
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A

Piiklad 4.4. Necht X je ndhodna veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim
s parametrem 1. Pro jaké s € (0,00) jsou nahodné veliciny Y a Z nezavislé,
kde

1 pokud X > s 1—e=\"
Y = Z=(X-8)"+log—— | .
{0 jinak S ( gl—e—X)

Reseni. P(X € (0,400)) = 1, tedy P(0<1—e ¥ <1) = 1 a mizeme
povazovat vyraz 1 —e™~ za vzdycky se nachdzejici v intervalu (0,1). Déle
s € (0,+00), tedy 1 —e=* € (0,1). S vyuzitim téchto pozorovéni provedeme
nasledujici fetézec ekvivalenci.

X—-s>0X>se -X<-sseX<e™

1—e% 1—e*
sl-cf<l-efe— <lolog—— <0.
‘ ‘ 1—eX B1 X

Analogicky se da ukazat, ze

1—e* l—e
X—s:()@logm:0 aX—s<0(:>10gm>0

Ted muZeme piepsat definici Z nésledujicim zptisobem:

X —s pokud X >s
Z = 1—e*

log 1% jinak
anebo jesté jinym zpusobem:

X —s pokud Y =1
Z = 1—e*
log m pOkUd Y =0.

Z toho uz je vlastné vidét, ze Y, Z nejsou nezavislé, ale potrebujeme to jesté
dokazat. Vypocteme podminéné distribuéni funkce Z za podminky Y =1
a 'Y = 0. Z za obou moznych podminek je nezaporna a spojitd, proto pro
2 <0 Fzy=1(2) = Fzy=o(2) = 0. Pii nésledujicich vypoctech vyuzijeme
toho, ze funkce

F(z)=(1—-¢e") ILo1o0)(x)
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je distribucni funkci exponencidlniho rozdéleni s parametrem 1.
Necht z > 0, potom

Fry-1(2) =P(Z<z2|Y=1)=P(X —s<z| X >5)

_P(S<X§S+Z>_ _ —x]stz _—z] Tt

— P2 ) =[1-e L /[1 e L
e~S — 6—(s+z) .

T oo T

to jest za podminky Y =1 Z ma exponencialni rozdéleni s parametrem 1.

1 — e
Fzy—o(2) =P(Z <z|Y =0) = O%fj?YSZIXSS)

1_ —S
:P< ‘ —1<—eXyX§s)
62
x e +ef—1
=Ple " < | X <s
eZ
ef+e’—1
=P|—-X <log | X <s
62
625
(X ztop X <) =
Oznacme | c k
znacme log —— = K, pa
gez—i—e*‘s—l » P
—x78 —z]8 ef+e’—1 —s —s
0= /=y = (R ) =)

ef+et—1—e%e* (e*=1)(1—€e%) e*—1 | o
e*(1 —e™) e#(1 —e™) e?

Tedy i za podminky Y = 0 veli¢ina Z mé exponencialni rozdéleni s parame-
trem 1, to jest podminéné rozdéleni Z za podminky Y nezévisi na podmince
a veliciny X, Y jsou nezavislé. Diive ziskany zrejmy vysledek tedy nebyl
spravny.

A
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Poznamka 4.9. Na pruni pohled podivny vysledek prikladu 4.4 souvisi s tim,
Ze exponencidlni rozdéleni nemd pamét, coz je verbdlni vyjdadrent skutecnosti,
kterou ted popiseme formdiné. Necht ndhodnd velicina X md exponencidlni
rozdélent, potom Ya,b > 0 plati

P(X>a+b|X >a)=P(X >D).

Piiklad 4.5. Necht X,Y jsou nezavislé ndhodné veliciny, X m4 standardni
normalni rozdéleni aP(Y =1) =P (Y = —1) = 1/2. Necht ddle Z = X - Y.
Ukazte, ze

1. Z ma standardni normalni rozdélenti,
2. cov(X,Z) =0,
3. veliciny X a Z nejsou nezavislé.

Reseni. 1. Dokézeme, ze Z a X maji stejné distribuéni funkce. Pfi tom
vyuzijeme toho, ze standardni normalni rozdéleni je symetrické kolem
nuly, coz znamend, ze P (—X < x) =P (X < x) pro vSechna redlné z.

Fyz(x)=P(Z<z)=P(X- Y <ux)
P(X-Y<a2|Y=1)-P(Y=1)
4P(X - Y <z|Y=-1)-P(Y =—1)
—P(X<z|Y=1)-P(Y =1)
+P(-X<z|Y=-1)-P(Y =—1)
ZP(X<z)-P(Y=1)+P(-X<2)-P(Y =1

)
:%.p(ngH%-P(XSx)=P(X§x>=Fx(:c),

tedy X a Z maji stejné distribuc¢ni funkce a tedy jsou i stejné rozdéleny.
2. Spocteme kovarianci veli¢in Z a X.

cov(Z,X) = cov(X -Y,X)=E(X*Y)-E(X-Y) -EX
" EX?.EY — EX - (EY)2.

Stredni hodnoty obou ndhodnych velicin X a Y jsou nulové, tedy

cov(Z,X)=EX?-0—-0-(EY)*=0.
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3. Plati, ze P((X, Z) € {|z| = |z]}) = 1, tedy nosi¢ (X, Z) je podmno-

zinou {|z| =|z|} = 1 a neni az na mnozinu miry nula kartézskym
sou¢inem jednotlivych nosi¢u téchto veli¢in, veliciny X, Z tedy nejsou
nezavislé.

A

Pozndmka 4.10. Posledni priklad ukazuje, Ze nekorelované nahodné veliciny
s normdalni rozdélenim obecné nemusi byt nezdvislé, pokud jejich sdruzené
rozdeéleni neni normadlny.

Uvedené nize neobsahuje uz zadné piiklady ani nepomuze pii feSeni
jinych, ale muze byt uzitecné pro pochopeni zobecnéného pojmu podminéné
stfedni hodnoty, ktery zavedeme v kapitole 7.

Definice 4.11. Nechf X : (2, A4) — (R, B) je zobecnéna redlna nahodnd
velicina a B € A je nahodny jev s kladnou pravdépodobnosti. Existuje-li

E(XlB):/XdeBER,
Q

pak se E(X | B) nazyva podminénou stiedni hodnotou nahodné veli¢iny
X za podminky jevu B. V opacném piipadé fekneme, ze X nemé podminé-
nou stredni hodnotu za podminky B.

Poznamka 4.12. Pokud existuje nepodminéend stredni hodnota, potom exis-
tuje i podminénd.

Pro vypocet podminéné sttedni hodnoty plati obdobné tvrzeni jako pro
nepodminénou.

Tvrzeni 4.13. Necht X je redind zobecnénd ndhodnd velicina s hodnotami
v (R, B), B € A je ndhodny jev s kladnou pravdépodobnosti, h je méritelnd
funkce z (R, B) do (R, B), potom plati

B(H(CX) | B) = [ 1Y) dPas = [ h(e)dPxin(o)
Specidlné:

1. pokud existuje podminénd hustota fx g, potom

E(h(X) | B) = / ha) - fxn(a) de,
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2. pokud X je diskrétni nahodnd velicina s hodnotami ve spocetné mmno-
zZiné A, potom

E(h(X)|B)=> h(a)-P(X =a|B).

acA

V' jeste specialnéjsim pripadé, kdyz h je identické zobrazent, dostavame
nasledugici vzorce:

1. E(X | B) = [z fxp(x) d,
2. E(X|B) =Y, ,a-P(X=a|B).
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Kapitola 5
Vytvorujici funkce

Ptipomenme si, ze sttedni hodnota redlné nahodné velic¢iny je v podstaté in-
tegral, proto rozsiteni tohoto pojmu pro pripad komplexni ndhodné veli¢iny
je obdobné tomu, jak se to déla u integralu.

Definice 5.1. Nechf X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v C, potom jeji
stfedni hodnotou nazveme ¢islo

EX = EReX +EImX,

pokud obé stiedni hodnoty na pravé strané vyrazu existuji a jsou konecné.
V opacném piipadé fekneme, ze X nema stfedni hodnotu.

Definice 5.2. Vytvorujici funkci redlné diskrétni nahodné veliciny X
nabyvajici hodnot pouze z Ny = N U {0} nazveme funkci ¢y komplexni
proménné definovanou na uzavieném jednotkovém kruhu vztahem

Ux(s) =Es*, se€C,|s| <1

Pozndamka 5.3. Oznacme pro ndhodnou velicinu X z definice 5.2 a pro n €
Ny P(X =n) = p,, potom plati

+oo +oo
ESX:ZP(X:n)'S":an-s". (5.1)
n=0 n=0

+oo

Ddle > p, - 1™ = 1, tedy tada (5.1) konverguje absolutné na jednotkové
n=0

kruznict v komplexni roviné. Z toho plyne, Ze konverguje absolutné i na

uzavreném jednotkovém kruhu a definice vytvorugici funkce je korektni.
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7 vét o derivaci a integraci mocninné fady ¢len po ¢lenu plyne nésledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 5.4. [viz [P],str.136] Pokud X je ndhodnd veli¢ina nabjvagici pouze
nezdpornijch celijch hodnot a Es™ je jeji vytvorugici funkce, pak

EX(X-1)...(X=(k=1)]=E[X(X -1)...(X = (k—=1)s" ]| _,
o . ok
- E(%S )

= —Es¥
ks

Priklad 5.1. Spoctéte vytvorujici funkci, stiedni hodnotu a rozptyl na-

hodné velic¢iny s

s=1— s=1—

1. geometrickym rozdélenim s parametrem p,

2. Poissonovym rozdélenim s parametrem A\,

3. binomickym rozdélenim radu n s parametrem p,

4. negativné binomickym rozdélenim s parametry p,q (¢ =1—p),r.

Poznamka 5.5. Pri vysetreni negativnée binomického rozdeéleni budeme po-
trebovat pouzit ndsledugjici dusledek zobecnéné binomické véty.

1 ey |
VeeC,|z|<,Vre R ——m— = < ):ck, (5.2)
(1—x)r kzg k

kde (T”L,]z_l) znaci takzvany zobecnény binomicky koeficient definovany pro
z € R,n € Ny takto:

(Z> 2 (z=1)(2=2)... (z=(n=1))

n n!

Reseni. 1. Pro geometrické rozdéleni p, = p- (1 — p)",n € Ny, pak

Es¥ =) p-(1—p)"-s"=p-» (1—-p)-s)"

___r
1—(1-p)-s
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S vyuzitim tvrzeni 5.4 vypocteme stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné
veliciny X.

0 1— 1—
xo 0 r | ep | 1oy
0sl1—(1—=p)s|,_,- (A—=(1-=p)s)?|,_- P
0 1— 2p(1 — p)? ~2(1—p)?
Ex:—x)= 2 p(1—p) : _ 2p(1-p) : _ 229)7
Os(1—(1=p)s)*|,_- (1= —-p)s)|_i- p
var X = EX? — (EX)? =E(X? - X))+ EX — (EX)? =
21-p)?  1-p (1-p\* 1-p
p p p p
. Pro Poissonovo rozdéleni p,, = - e, pak
n!
+00 A"
ESX _ Z m 6_ n 6/\s _ 6>\S—>\
n=0

S vyuzitim tvrzeni 5.4 vypocteme stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné
veliciny X.

EX = geAs—A — )\€>\S_/\{ L — )\’
88 s=1— =
o)
2 _ AS—A V2 As—A _\2
E(X? - X) = %)\e = NN =N
var X = EX? — (EX)? =E(X? - X))+ EX — (EX)?
=N+ A=A =\

. Pro binomické rozdéleni p, = (Z)pk(l —p)"k k=0,1,...,n, pak

Es* = g (Z)p’“(l —p)" st = :Z; (Z) (ps)*(1 —p)"~*

= (ps+(1—-p)".

S vyuzitim tvrzeni 5.4 vypocteme stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné
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veliciny X.

EX = L (ps+ (1 p))"

s = pn(ps+ (1 —p)" | _,_ =pn,

s=1—

E(X? - X) = %pn(ps + (1 =p)!

= p*n(n —1)(ps + (1 —p))"*2‘s:17 = p*n(n — 1),
var X =EX? — (EX)? =E(X? - X))+ EX — (EX)?
=p*n(n — 1)+ pn + (pn)* = np(1 — p).

s=1—

4. Pro negativné binomické rozdéleni p, = (r;izl) p"¢", k € Ny, pak

—+00 —+00
r+k—1 r+k—1
E X _ rokk 1 k
s 2( o )pqs p ;) Lo (@)
G2 .
= p(1—gs)™"
S vyuzitim tvrzeni 5.4 vypocéteme stfedni hodnotu a rozptyl nahodné
veli¢iny X.
a T —-r T —r—1 4q
EX = —p'(1-g5) = rg(1—qs)" !, = p

9 —r— r —r—
E(X? = X)=——prql—qs)""|  =pr(r+1)¢* (1 —qs)7"|

(98 1 s=1—
q 2
=(=) r(r+1),
(3) o
var X =EX? — (EX)? =E(X? - X))+ EX — (EX)? =
2 2
q q ¢ 2 4 q+p> q
==rr+1)+=-r—=r'==--r|——\]=-=-r
p2( ) p p° p (q p°
A

Soucet mocninné fady s kladnym polomérem konvergence jednoznacné
urcuje jeji koeficienty. Z této skutecnosti plyne nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.6. Rozdéleni nahodné veliciny s pouze nezdpornymi celymi hod-
notamsi je jednoznacné urcéeno jeji vytvorujici funkct.
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Tvrzeni 5.7. Vytvorujici funkce souctu dvou nezdvislych nahodnych velicin
nabyvajici pouze nezdapornych celyjch hodnot se rovnd soucinu jejich vytvoru-
jicich funkct.

Posledni tvrzeni je skoro ziejmé, uvedeme vSak kratky dukaz. Necht
X1, X5 jsou nezavislé nahodné veliciny nabyvajici pouze nezapornych celych
hodnot, potom

EsX1tX2 — F(s%1 . 5%2) "2 EsXt . Es™?
odkud dokazované tvrzeni ptimo plyne.
Priklad 5.2. Pomoci vytvorujicich funkci ukazte, Ze

1. pokud nahodné veliciny Xy, X5 jsou nezavislé s binomickym rozdéle-
nim s parametry (ni,p) a (ng,p), pak soucet X1 + Xy md binomické
rozdéleni s parametry (ny + ns, p).

2. pokud nahodné veliciny Xy, Xy jsou nezavislé s Poissonovym rozdéle-
nim s parametry A\ a Ay, pak soucet X; + X, ma Poissonovo rozdéleni
s parametrem \i + As.

3. pokud nahodné veliciny X1, X5 jsou nezavislé s negativné binomickym
rozdélenim s parametry ry a ro a se stejnymi parametry p, q pak soucet
X1 + X5 ma negativné binomické rozdéleni s parametrem ry + ro a
parametry p,q.

Reseni. 1. Nechf ndhodnd veli¢ina X m4 binomické rozdéleni s parame-
trem (ny + ng, p). Potom

Es* = (ps+ (1 —p))" " = (ps + (1 — p))™ - (ps + (1 — p))™
= EsXt . Es¥X2 = EgX1+X2,

Tim je tvrzeni dokazano.

2. Necht ndhodnad veli¢ina X mé Poissonovo rozdéleni s parametrem \; +
Aa. Potom

EsX — ¢MtA2)(s=1) _ JAi(s=1) | phe(s—1) _ geX1 . ggXe — FgX1tXe

Tim je tvrzeni dokazano.
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3. Necht nédhodn4 velicina X mé negativné binomické rozdéleni s para-
metrem 7, + 79 a parametry p, q. Potom

]ESX — pT1+T2(1 . qs)_”'l_T2 — p”(l . qs)—ﬁ -pm(l _ qs)—m

= Es¥ . Es™X2 = B tX2

Tim je tvrzeni dokazano.
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Kapitola 6

Transformace nahodnych

O~ O

veliéin

Zacneme jednorozmeérnou vétou o transformaci.

Véta 6.1. Necht spojitd redindg ndhodnd velicina X s hustotou fx skoro jisté
nabyvd hodnot z oteviené mnoZiny U. Necht ddle g je ryze monoténnd redlnd
funkce na U, kterd md na U spojitou nenulovou derivaci, potom Y = g(X)
je spojitd ndhodna velicina s hustotou

o) = {gx<gl<y>> Al Y W) v € gU)
’ Jinak.

Pozndmka 6.2. Pokud explicitni vyjddreni g~ a (¢g~1) jsou prirozené de-
finovdny na celém R, potom misto rozliseni pripadi y € g(U) ay ¢ g(U)
muzeme vzorec z vety o transformaci vyndsobit indikdtorem mnoziny g(U)
a tim dostaneme jednodussi vyjadreni. Konkrétné to uvidime jiZ na dalsim
prikladé.

Piiklad 6.1. Necht nahodna velicina X ma rovnomérné rozdéleni na inter-
valu (0,1). Najdéte rozdéleni nahodné veliciny Y = X, kde o > 0.

Reseni. X m4 otevieny nosi¢ (0,1) a hustotu fx(z) = L1)(z). Funkee
g(x) =z je rostouci a ma spojitou a nenulovou derivaci na intervalu (0, 1).
Dile g~ (y) = y'/*, Loy(y"*) =Low(y) proy € (0,1),

l1—«

g((0,1) = (0,1), (gY@ =|tya|=Lya
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Velicina Y tedy méa hustotu

1 1l=o
fY(y) = H(o,l)(?/) : a Yy «a 'H(O,l)(y) =

Casto nevystaéime s transformacemi redlnych nahodnych velicin, ale
potfebujeme transformovat realny nahodny vektor, proto potiebujeme vétu
o transformaci rozsitit pro tento piipad.

Véta 6.3. Necht redlnyg ndhodny vektor X = (Xi,...,X,) s hustotou fx
skoro jisté nabyjvd hodnot z oteviené mnoZiny U C R™. Necht ddle g je
prosté a reguldrni zobrazeni z U do R™, potom Y = ¢(X) je spojity ndhodny
vektor s hustotou

Foly) = {gX(gl(y)) - | det J,-1(y)], y.e g(U)
’ Jinak.

Pozndamka 6.4. Symbol J, pouZity ve vété 6.3 oznacuje Jacobiho matici
funkce g - matici parcidlnich derivaci funkce g, to jest

% g1
ox; Oz,
Jg = .
Ogn On
8x1 o &vn

Determinantu Jacobiho matice se 1ikd jacobian.

Pozndmka 6.5. Pripomenme si, Ze zobrazeni na oteviené mnozinée U C R”
se nazyvd regularni, pokud na této mnoziné md vsechny parcidlni derivace,
tyto derivace jsou spojité a jacobidn tohoto zobrazeni je nenulovy na U.

Pozndmka 6.6. Funkci g, kterd je prostd a reguldrni se rikd difeomorfi-
zmus nebo difeomorfni zobrazeni. Plati, Ze g je difeomorfni na oteviené
mnoziné U prdvé tehdy, kdyz g=' je difeomorfni na g(U). Z toho plyne,
Ze pokud g je prostd, pak staci prislusné podminky ovérit pro g, coZ usetii
éas, nebot pri vypoctu hustoty transformovaného vektoru potrebujeme spoéist
det Jy-1(y). Obcas se ale naopak vyplati ovérit podminky primo pro g a pak

pouzit rovnost
1

det Jgfl (y) = Tt T (a1 Jg(g_l(y)) .

47



Pozndmka 6.7. Obcas budeme uvaZovat transformaci, kterd je definovdna
pouze skoro vsude. Napriklad podil dvou ndhodnyjch velicin s rovnomeéernym
rozdélenim na intervalu [—1, 1] nent definovdn pro nulovou hodnotu jmeno-
vatele. Ten ale nuly nabyvd s nulovou pravdépodobnosti, tedy na mnoZiné
miry nula, proto rikame, Ze podil je definovan skoro vsude.

V' podobnyjch pripadech povaZujeme transformaci za néjakym zpusobem
definovanou na dopliku svého prirozeného definicniho oboru a nebude nas
zagimat, jak presné je tam definovdna. Pro jednoduchost mizZeme predstavo-
vat, Ze nedefinované hodnoty jsou nahrazeny nulou. Klidné ale mohly by byt
nahrazeny cislem m nebo osmickou, nemusi to byt ani konstanta. Divodem,
proc je ndam viceméné lhostejné, jak je uvaZovand transformace dodefinovdina,
je rovnost rozdéleni nahodnich velicin skoro jiste se rovnagicich.

Piiklad 6.2. Necht ndhodny vektor X ma rovnomérné rozdéleni na jednot-
kovém kruhu v redlné roviné. Najdéte rozdéleni vektoru (R, ®), kde (R, )
jsou polarnimi souradnicemi X.

Reseni. Oznaéme otevieny jednotkovy kruh jako U, pak U je nosi¢em
X, X(U) =7 a X tedy ma hustotu
1 2
fx(l’) = ; HU(I), r e R”.
Funkce g(x,y) = (|(x,y)|, arg (x,y)) je prostd na U, ale neni na ném spojita.
To vytesime tak, ze budeme uvazovat jiny nosic U’ = U\(—1,0]. Na U’ g
je prosté a spojita. g(U") = (0,1)x(—m,w). Pro (r,¢) z g(U) pak

cos¢ —rsin¢

|deth1(r,gb)|:‘ sing  rcos¢

H = |rcos® ¢+ rsin® ¢| = |r| = 1.

Tedy det J,-1 # 0 a g~' m4 spojité parcidlni derivace na (0,1)x(—m,7),
tudiz g je difeomorfni na U’. Vektor (R, ®) tedy ma hustotu

1 ) T
fR,‘I)(T7 (b) = ; ]IU<r COS ¢7 T s (b) T H(O,l)X(—TK‘,ﬂ') (Ta ¢) = ; ' H(O,I)X(—w,w) (T, (b)
A

Piiklad 6.3. Necht X a'Y jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1). Uréete rozdéleni nahodného
vektoru (X +Y, X =Y.
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Reseni. Nahodné veliciny X, Y maji stejné hustoty fx = fy = Iio,1). Jsou
navic nezavislé, tedy pro jejich sdruzenou hustotu plati

fX,Y(iU,y) = fX(fE) : fY(y) = H(0,1)2(337y)-

Mnozina U = (0,1)? je otevienym nosi¢em vektoru (X,Y).
Funkce g(z,y) = (x +y,x —y) je prostd na U (je dokonce prosté na R?),
g (u,v) = (2(u+v),2(u—v)). Inverzni funkce g~ je také prostd na R?,
tedy
g(U) = {(u,v) ER}0<u+v<2,0<u—0uv<2}

Indikétor Iy (y) je jiz zahrnut v f(g~'(y)). Na g(U)

‘ /2 1/2

| det J,—1(u,v)| = 12 —1/2

H:|_1/2|:1/2.

Tedy det J,-1 # 0 a g~ md spojité parcidln{ derivace na g((0,1)?), tudiz g
je difeomorfni. Vektor (X +Y, X —Y) = (U,V) tedy ma hustotu

u+v u—v) 1 1

BRI === lpop(u+v,u—wv).

=1
fU,V(Ua U) (0,1)2 ( 5 5

A

Pozndmka 6.8. Obcas potrebujeme zjistit rozdéleni veliciny, kterd je trans-
formaci nahodného vektoru na redlnou ndahodnou velicinu. Véta o trans-
formaci nam neumoznuje to udélat primo, ale dd se to obejit tak, Ze za
jednu slozku funkce g z véty o transformace zvolime potrebnou transformaci
a ostatni bud ponechdme bez zmény nebo zménime tak, jak je to v konkrétnim
pripadeé pohodiné. Pokud napriklad potrebujeme zjistit rozdelent veliciny X —
Y, pak za g muzeme zvolit funkci g(x,y) = (v — y,y).

Priklad 6.4. Bud (X,Y) spojity nahodny vektor s hustotou f. Najdéte
rozdéleni nahodné veliciny X + Y.

Reseni. Nechf g(z,y) = (z +y,7), potom g je ziejmé difeomorfni na R?,
g 1(,) = (u— v,0) & na g(R) = R?

| det Jy-1(u, v)| =

1 -1
KRR

Vektor (X +Y,Y) = (U, V) tedy ma hustotu fyv(u,v) = f(u —v,v)-1=
f(u—wv,v) a X +Y mé hustotu

Frov( = [ flu=v)dv
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Piiklad 6.5. Necht X aY jsou nezavislé ndhodné veliciny s hustotou

1

fla) =3 e,

Spoctéte hustotu nahodné veliciny X + Y.

Reseni. X,Y jsou nezavislé, tedy jejich sdruzend hustota je soucinem mar-
gindlnich: fxy(z,y) = %e_(‘xH'y'). Pouzijeme vysledek ptikladu 6.4:

1
Ixiv(u) = / = e (lu=vl+ol) g,
r 4

Rozdélime dale dva ptipady:
Necht u© > 0, potom

1
fX—i—Y(u) — Z L\/ (u—v—v) dv +/ (u—v+v) dv + / (v—u+v) dv
1 o
=1 e / e dv+e” /1dv~|—e /e_%dv
—00 0 u
—Uu 1 v ‘ —U u U 1 —2v i
= e |:§e2 :|U__Oo +e [‘T]v:O + e |:—§e 2 :|v_u>

N e R

17u+ fu_i_lfu _17u(1_'_)
26 ue 26 —46 u).

Necht u < 0, potom ze sudosti fxyy (ta se jednoduse ukdze pomoci
substituce w = —v) plyne

—e"(1—u).

fxiv(u) = 4

Struéné tedy muzeme zapsat hustotu fx.y nésledovneé:

Frov(u) = 3 MU+ Jul).
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Priklad 6.6. Dokazte: jsou-li X diskrétni a Y spojita nezavislé nahodné
veliciny, pak jejich soucet je spojita nahodna velicina.

Reseni. Nechf X nabyva pouze hodnot z,,n € NaP(X = ,) =p,,n €N
a necht Y m4 hustotu f,. Potom

P(X+Y<2)=) P(Y<z—2,|X =1, P(X=u,

neN

nez. ZP(Y <z—uz,) - P(X =1, = an / fy(y) dy
neN neN %
e P

Podafilo se ndm tedy zapsat distribuéni funkei veliciny X +Y v bodé z jako
integral z nezaporné funkce

h(t) = pufy(t —z,)
neN
v mezich —oo a z, pak h je hustotou ndhodné veliciny X +Y a X +Y je
spojita.
A

Dalsim zobecnénim véty o transformaci je jeji rozsiteni na ptipad po
castech difeomorfni transformace.

Veéta 6.9. Necht X je redlni ndhodny vektor s hustotou fx a mecht pro
otevrené disjunktni G,,n € N plati, Ze P (X € U:ﬁ Gn) = 1. Necht ddle
g je zobrazeni z G do R™ difeomorfni na kazdé z mnozZin G,. Oznacme
Gn = giG,,» potom Y = g(X) je spogity ndhodny vektor s hustotou

“+oo
fe =) fum  kde
n=1

fen(y) = {gx(ggl(y)) | det J, 1 (y)l, pékud y € g(Gp)
) Jinak.
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Piiklad 6.7. Redlny nahodny vektor (X,Y') md spojité rozdéleni s hustotou

Tr+y

pokud 0 <z <1,0<y<1
1
fla,y) = % pokud 0 <z < 1,—1 <y <0
0, Jjinak.
1. Jsou nahodné veliciny X a 'Y nezavislé?

2. Jsou ndhodné veliciny | X| a |Y'| nezdvislé?

Reseni. 1. Nejprve vypocteme marginalni hustotu veliciny X.
T + Cz4+y+1
() = / Ly / TEVE gy
—1
+ T L 0
Q:Ey y TlEmt ey
y_
1 1 1 N 1 -
_ = St -
o7 4 2 4 2 2’

pokud 0O<z <1,
fx(z) =0, pokud x<0 nebo z>1.

Ted spoc¢teme marginalni hustotu veliciny Y.
1 1
rT+y 1 1, 1 1
= d frg — — — — J—
fr(y) /0 5 4T {2Iy+ 17 » y+ 1
pokud 0<y <1,
1 1
r+y+1 1 1, 1 1 3
= B —— d e —_ —_ — — — —_
fy(y) /0 5 x {Qxy—{—4x —}—2;1; » 2y+4,
pokud —1<y <0,
fr(y) =0, pokud y < —1neboy>1.

Abychom dokazali, ze veliciny X, Y nejsou nezavislé, musime ukazat,
ze soucin jejich marginalnich hustot se nerovna sdruzené hustoté na
mnoziné nenulové miry. Necht U = (0,1)%, potom A*(U) # 0 a pro
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(x,y) € U plati
fx(@) - fr(y) = fxy(z,y)

o (o+2)(2y+2) =L@+
Tre )\ Ty) Ty
& doxy+2y+6r+3=4r+4y
& dxy+2x =2y —3
2y — 3 1
& T = & —=.
TS VT Ty

Mnozina dand posledni rovnici mé v U miru nula, tedy fx(x)- fy(y) #
fxy(z,y) skoro viude na U a X,Y nejsou nezavislé.

. Najdeme hustotu ndhodné veliciny |Y]. P (Y € (—1,0)U (0,1)) = 1,
funkce ¢g(y) = |y| je prosta na intervalech (—1,0) a (0, 1) a mé na obou
nich absolutni hodnotu derivace 1. Veli¢ina |Y| mé tedy hustotu

i) = fy(y) - Ton(y) + fr(=y) - Lon(y)

1 1 1 3
= (59 + L + Z) o (y) = Lo ().

Velicina X je skoro jisté nezdpornd, tedy | X| ma stejnou hustotu jako
X, to jest
fix((x) = (x +1/2) - Lo)(x).

Déle transformace (z,y) — (|z|,|y|) je zFejmé prostd na mnozinach
(0,1) x (0,1) a (0,1) x (—=1,0) a na obou nich ma absolutni hodnotu

jacobidnu
10 10 || 1
0 11| o

“llo -1
Vektor (|X|,|Y|) mé tedy hustotu

Jixiyr = (fxy(z,y) + fxy (@, =) - Loyxo1) (T, y)

r+y x—y+1
=< 5 + 5 )'H(O,l)x(o,l)(xay>

r+1

= 5 'H(0,1)x(0,1)($7y)~

Sdruzend hustota vektoru (|X|,|Y]) je sou¢inem margindlnich, tedy
ndhodné veliciny | X |, |Y| jsou nezavislé.
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A

Priklad 6.8. Bud'te (X,Y') nezdvislé ndhodné veli¢iny se standardnim nor-
malnim rozdélenim. Najdéte rozdéleni nahodného vektoru (U, V'), kde U =
X24+Y2aV =X/Y.

Reseni. Ndhodné veli¢iny X, Y maji hustoty

1 a2 1 ¢
xr) = e 2, = e 2
Jsou nezdvislé, tedy (X,Y) ma hustotu
1 224
fxy(zy) = on € 2

Nosicem (X,Y) je R% Necht pro z,y € R g(z,y) = (2® + %, x/y), pak g je
prosta na mnozinach

Gl :{<£L',y) €R2>y<0} a GQ: {(l',y> €R27y> O}?

nebot dvojice (22 + y* z/y) pro y # 0 ndm vlastné vypovidd o velikosti a
kotangensu argumentu bodu (x,y), coz uréuje tento bod jednoznaéné az na
znaménko y-slozky. Dale G UG, je také nosicem (X,Y) a g(G1) = g(Ga) =
(0,400) x R.

Pro (z,y) z Gy nebo Gy

2x 2y
1y —=/y®

tedy g ma spojité parcidlni derivace a nenulovy jacobidn na G; a G, tudiz
g je na téchto mnozinach difeomorfni. Pro (u,v) € (0,+00) x R

| det J,(u,v)| = H

‘ =|- 2x2/y2 -2| = 2($2/y2—|—1),

1
| det ngfall (U, U>| = | det JQ|E¥12 (U, U)| = m
Potom (X2 + Y2, X/Y) =2 (U, V) mé hustotu
1 e*% 1 e*%
= — Tioree R P -
fovlu o) =50 Tocso () 5ramqy + g7 oo (W) 5
1 u
= ———¢€¢ 2 -1 .
om(v? 4 1) € (0,+00) (w)
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A

Piiklad 6.9. Bud'te X, X, nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s ex-

ponencialnim rozdélenim s parametrem 1. Oznacme Y; = min (X, X5) a
ng = Inax (Xl,XQ).

1. Spoctéte E(Ys — Y7).
2. Najdéte sdruzenou hustotu nahodného vektoru (Y1,Y5).
3. Rozhodnéte, zda jsou veliciny Y7, Yo — Y] nezavislé.
Reseni. 1. Plati Y] + Y, = min (X, X;) +max (X1, X») = X + X, tedy

EYi+Y)=E(X;+Xo) =EX; +EXo=1+1=2
E(Y; - Y1) = E(Y; 4+ Y)) — 2EY;

zbyva tedy dopocitat EY;.

Najdeme nejprve distribuéni funkci Y;. Na zapornych ¢islech je ziejmeé
nulova. Pro y > 0 plati

F(y)=PYi<y)=1-P(Y1>y)
:1—P(min(X1,X2) >y):1—P<X1 >y,X2>y>
Z1-P(X;>y) P(Xo>y)=1l—ecV-eV=1-e2%,

Pak podle tvrzeni 2.24

“+00 “+00

1 L
Ele/l—Fyl(y)dy: /6_2ydy: {—56_2@’} =—.

0 0 0
Tedy E(Y —Y;) =E(Y; +Y3) —2EY; =2—-1=1.
2. Veliciny X, Y maji hustoty
fx(@)=e" Lo+o0)(x) a fr(y)=e" Lo+o0)(y)

Jsou nezavislé, tedy vektor (X,Y) ma hustotu

fX,Y(xvy) = e~ (=) 'H(0,+oo) (3‘3) ']I(O,-‘roo)(y)‘
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P((X,Y)e(0,+00)?) = 1. Necht

g(z,y) = (min (z,y), max (z,y)),
potom g je prosta na
G1={(z,9)€(0, +00)", 2<y} a Ga={(z,y)€(0,+00)*, 2>y}
a P((X,Y) € G1UG,) je také 1. Vysetiime funkci g na téchto dvou
mnozindch zvI4st.
(a) Na Gy g(z,y) = (x,y) a pro vsechna (u,v) € g(Gy) 9|811 (u,v) =
(u7 U)’ pak

10
\dethlcll(u,vﬂ—H 01 H—|1|—17é0.

Tedy na g(Gy) g‘_Gl1 ma spojité parcidlni derivace a nenulovy Ja-
cobian, tudiz g je difeomorfni na G;. Déle g(G;) = Gy.

(b) Na G2 g(x,y) = (z,y) a pro viechna (u,v) € g(G>) g|’G12(u,v) =
(u7 U)’ pak

10
|deth|G12(u,v)|—H 01 H—|1|—17é0.

Tedy na g(G3) g‘_Gé ma spojité parcidlni derivace a nenulovy Ja-
cobian, tudiz g je difeomorfni na Gy. Déle g(Gs) = Gy.
Potom (Y7, Y5) ma hustotu

v (u,v) = e 1 TG (u,0) + e 1 I, (u, v)
=2 6_(v+u) . H(07+OO) (U) . ]I(Oﬂ)) (u)
3. Necht g(z,y) = (x,y — z), potom g je zfejmé difeomorfni na celém R?

a g(G1) = (0,+00)? (pripomenme si, ze Gy je nosicem (Y7,Y3).) Déle
97 (u,0) = (u,u+0) a

| det J,—1(u,v)| = H Lo

=
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Potom (Y3,Y; — Y;) 2" (U, V) méa hustotu
foy(u,v) =27 1 TG (uyu +v) = 26T - T (u,v).
Integraci této hustoty se dozvime, ze

folu) =22 T+ (u) a fr(v)=e " Izt (v),

tedy fuv(u,v) = fu(u)- fy(v) véude na R?, tudiz veliciny Y; a Y2 —Y)
jsou nezavislé.

A

Piiklad 6.10. Necht X,Y jsou nezavislé ndhodné veliciny s rovnomérnym
rozdélenim na intervalu (0, 1). Urcete rozdéleni nahodného vektoru (U, V),
kdeU=X/Y aV=X-Y.

Reseni. Nahodné veli¢iny X, Y maji stejné hustoty fx = fy = Li0,1)- Z jejich
nezavislosti pak plyne, ze

fX,Y(xa y) = ]I(O,l)Q (l’, y)
Necht g(z,y) = (zy,z/y) na mnoziné A = (0,1)?, potom g je na A prosta,
pro (u,v) € g(A) plati g~ (u,v) = (v/uv, \/Z). Na (0,1)

)y —a/y?
jaetsyal =|| 12 T || < 2aful = 20y

Tedy det J,(u,v) # 0 na A a g mé na této mnoziné spojité parcialni derivace,
tudiz g je difeomorfni. Dale na g(A)

|det J,-1 (u,v)| = 1/| det J, (g~ (u,v))| = 1/(2 \/\/g_vu) =1/2u.

Najdeme g(A). V tomto piikladé to bude o néco obtiznéjsi, nez v piik-
ladech, které jsme zatim fesili. Necht (x,y) € A, potom

1. O< oy < 1,
2. 0 <y, 0<y?®<1,tedy zy/y*=2/y < v,

3. x<1/x, 0<y,tedy x/y < 1/xy.
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To jest 0 < zy < x/y < 1/zy, potom
g(A) C B={(u,v) eR*0<u<v<l/u}
Necht ted (u,v) € B, potom
L. 0<u<v<l/u, tedy 0<uv<v?<l1,tedy 0<uv <1,
2. 0<u<1/v<1/u,tedy 0 <u? <ufv <1, tedy 0 < \/u/v <1,

3. g(v/uv, \/W) = (u,v).

Tim padem jsme pro kazdy bod (u,v) z B nasli bod (z,y) z A takovy,
ze g(x,y) = (u,v), to jest g(A) D B. Vzhledem k vyse dokdzanému tedy
g(A) = B.

Zéroven g Y(B) = A, tedy I4(g (u,v)) = 1 pro (u,v) € B. Ted uz
mame vsechny podklady pro pouziti véty o transformaci a muzeme najit

hustotu (XY, X/Y) 2 (U, V).

fU’V(u,’U) = % . ]IB(U,U).

A

Piiklad 6.11. Necht X aY jsou nezavislé ndhodné veliciny s exponencidl-
nim rozdélenim po radeé s parametry > 0 a A > 0, u # A. Urcete rozdéleni
nahodné veliciny Z = exp (X +Y).

Reseni. Nhodné veli¢iny X, Y maji hustoty

fx(@) =pe™ Lo io)(®),  fry) =re ™ Lo 1o0)(y),

potom z nezavislosti X a Y plyne, ze vektor (X,Y) ma hustotu

Ixy(z,y) =nA e~ (hathw) . L1, +00)2 (2, y)

a P((X,Y) € (0,+)%) =1.

Hledat rozdéleni veliciny Z pomoci véty o transformaci piimo je dost
narocné, proto zjisténi tohoto rozdélime budeme délat ve dvou krocich. Nej-
prve pouzitim vysledku pifkladu 6.4 najdeme rozdéleni X +Y = T, potom
pomoci jednorozmeérné véty o transformaci najdeme rozdéleni Z.
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Velicina X + Y ma hustotu

fxay(u) = / p e HUTITA) T e (u— v, ) du
R

= / K Ae H 6('u_>\)v : ]I{0<v<u} (U, U) dv
R

u

=pre ™ T ooy (u) - /e(“_)‘)” dv
0

e T o) (1) [

(n=Xv
Ty }

Dale P (T € R") = 1. Necht g(u) = e* pro u > 0, potom g je difeomorfni
na R, g(R") = (1,+00). Pro 2>1 (¢7)(2) = (log 2)’ = 1/z. Pak pro z>1

_MA o Negs _ plogxy L HA x oy L
fZ(z)—,u_)\(e e ) z_,u—)\(z z7H) =

Pro z <1 dostavame fz(z) = 0.

Piiklad 6.12. Necht ® a R jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym
rozdeélenim na intervalech (0,27) a (0, 1) po radé. Spoctéte hustotu nahodné
veliciny T' = R - tan ®.

Reseni. Ndhodné veliciny ® a R maji hustotu

1
fcl>(¢) = % ']I(o,27r)(¢)a fR(T) = H(o,l)(T)-
Protoze jsou tyto veli¢iny nezavislé, vektor (R, ®) mé hustotu
1
fro = o “T0,1)x (0,27)-

Oznacme G = G1 U G5 U G3, kde
G1=(0,1)x(0,7/2),
G2 = (Oa 1)X(7T/2, 37T/2)7
Gs = (0,1)x(37/2,27).
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Potom P ((R,®) € G) = 1, funkce ¢(r,¢) = (r,r - tan¢) je prostd na
kazdé z mnozin G, G2, G5 a plati:

nebot
tan ((0,7/2)) = (0,

tan ((7/2,37/2)) =R,
tan ((37/2,27)) = (—00,0).

),

Pro (r,¢) z G1, G nebo Gy

1 0
1960 00 = || ang 1ot || =/ 05

tedy g m& spojité parcidlni derivace a nenulovy jacobian na Gi,Gs2 a Gj,
tudiz je na téchto mnozinach difeomorfni.
Pro (u,v) € (0,1) x (0,400)

_ 1 v
| det JgFGll (u,v)| = 1/| det Jg(g‘Gll(u, v))| = ECOS2 <arctan E>

1
Pak z rovnosti cos?x = i1 plyne, ze

1 1 U

Z—z+1u v? 4 u?’

| det Jg‘z;ll (u,v)| =

Pro (u,v) € (0,1) x R ngZ = (u,arctanv/u + m), pak se stejné jako
v prvnim pripadé ukaze, ze

u

‘ det ngz:12 (U, ’U)| = m

Pro (u,v) € (0,1) x (—o0,0) g|_Gl3 = (u,arctanv/u + 2m), pak se stejné
jako v prvnim pripadé ukaze, ze

u
| det JQFGE (U, U)| = m
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Potom (R, R -tan ®) °Z (U, V) m4 hustotu

1 U
21 u? + v?
1 2u
21 u? + v?

fU,v(U, U) =

S.

o,y () - (T0,400) (V) + Ir (V) + L(—o6,0)(v))

<

H(Ozl) (u)7

pokud u? +v? # 0 a fyv(u,v) = 0 jinak.
Ted integraci vypocteme hustotu fi ndhodné veliciny R -tan® =V

1
1 1 1 1
= — 1 =—log(1+ —
0) =5 [ o du= oo log (a? + o)Ly = oo log 1+ ),
0
pokud v # 0 a fy(v) = 0 jinak.
A

Piiklad 6.13. Necht X,Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym
rozdélenim na intervalu (0, 1). Spoctéte hustotu ndhodné veliciny log (X - Y).

Reseni. Vektor (X,Y) ma hustotu L), jeho nosicem je (0, 1)
Necht pro (z,y) € (0,1)* g(z,y) = (xy,y), potom g je prosta na (0, 1)?
a
g((0, D)) ={0<u<v<1} &

Dale pro (z,y) € (0,1)?

x
jaec ol =|| 4 7 | ==

tedy g méa spojité parcidlni derivace a nenulovy jacobidn na (0,1)?, tudiz je
na této mnoziné difeomorfni.
Pro (u,v) € B plati g~ (u,v) = (u/v,v) a
|det J,-1(u,v)| = 1/| det Jy(u/v,v)| = 1/v.
Pak (X -Y,Y) “Z (U, V) m4 hustotu

1/v, pokud 0 <u<wv<l1

fov(u,v) = {

0, jinak.
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1
/ 1/vdv = [logv]l = —logu = log 1/u.

Velicina X - Y ma tedy hustotu

log 1/u, pokud 0 <u <1
fu(u) = ..
fu(u) =0, jinak.

Pomoci jednorozmérné véty o transformaci ted najdeme rozdéleni veli-
¢iny logU *Z Z. Nosicem U je interval (0,1). Necht pro u € (0,1) g(u) =
log u, potom ¢ je prostd a rostouci na (0,1) a g((0,1)) = (—o0,0). Déle pro
ue (0,1) ¢'(u) =1/u # 0, tedy g mé na (0, 1) spojitou nenulovou derivaci.

Pro z<0 plati (¢71(2)) = () = e*. Velicina log X - Y = Z = g(U) ma
potom hustotu

fz(z) =log(e7%)e” - I 0)(2) = =2 € - I(~000)(2)-
A

Piiklad 6.14. Necht X aY jsou nezavislé ndhodné velic¢iny s exponencidl-
nim rozdélenim s parametrem 1. Spoctéte hustoty nahodnych velicin

1 Y 2 X
S X CX+Y

Reseni. 1. Vektor (X,Y) mé hustotu

—(z+y)

fX,Y(iU, y) =€ : ]1(0,+oo)2($a y).

Nosicem (X,Y) je (0, +00)? Necht proz > 0,y > 0 g(x,y) = (z,y/z),
pak g je prosta na (0, +00)2. Déle g((0,+00)?) = (0, +00)?. Pro u >
0,v > 0 plati g7 (u,v) = (u,uv) a

10

-1 .
|det J, " (u,v)| = v

a g~! ma spojité parcidlni derivace a nenulovy jacobidn na (0, +0c)?,

tudiz je na této mnoziné difeomorfni. Velicina (X,Y/X) & (U, V) m4
pak hustotu
fov(u,v) = e Ty Ty (u, v)
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a pro hustotu fy veliciny V' pak plati

—+00

fv(v) = /e(““”)udu

0

+o0 o
— |:_Le—(u+uv)u‘| + / 1 —(u+uv) du
u=0
0

1+wv 1+ ve
1 oo 1
=0—-0+ |:— e_(u+u”):| =
(14 v)? w0 (14 v)?

prov >0, fy(v) =0 jinak. Struéné

1
fv(v) = e L(0,400) (V).

. ~ ’ ozn. . . - .
. Najdeme rozdéleni =" Z jako jednorozmérnou transformaci

veliciny V =Y/ X.
1
Nosicem V je (0,+00). Necht pro v > 0 g(v) = 110 potom g je
v
klesajici na (0, 4+00) a g((0,+00)) = (0,1). Pro0 <z < 1

IO =1- 1 @)= |5

tedy g mé na (0, 1) spojitou nenulovou derivaci. Pro hustotu f veli¢iny

X 11
CX+Y  1+X)Y 14V

plati potom
Fo(2) = s =1
z = —-— ¢ — =
“ 1+l-1)2 22 7
pokud 0 < z < 1, fz(z) =0 jinak. Strucné
fZ(Z) = ]1(071) (Z)

to jest Z md rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).
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Kapitola 7
Podminovani

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Ozna¢me potom
L(£, A,P)

mnozinu vSech realnych ndhodnych veli¢in na tomto prostoru a pro p > 1
necht
L,(Q,AP)={X e L(,A,P), EX|? < 400}

Pak L, (2, A, P) je mnozina ndhodnych veli¢in s konecnou stiedni hodnotou.
Pokud to nevede k nejasnostem, oznaceni muzeme zkratit do L(€2),L,(€2)
nebo i do L, IL,,.

Definice 7.1. Necht X € L;(Q, A,P) a F C A je o-algebra. Necht dale pro
Z € L(Q, F,P#) plati, ze

/ZdP:/XdP VB € F,
B B

potom Z nazveme podminénou stiredni hodnotou X za podminky F.

Poznamka 7.2. Budeme vyuzivat nasledugjici konvence, kterd se lisi od kon-
vence pouZivané v [L]. Pokud X,Y jsou ndhodné veliciny, F je o-algebra a
piseme

E(X | F) =Y,
pak tim minime, Ze ndhodnd velicina Y je podminénou stredni hodnotou

veliciny X za podminky F a nemusi nutné platit Z =Y pro kaZdou nahodnou
velicinu Z, kterd je podminénou stredni hodnotou veliciny X za podminky F.
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Pokud piseme
E(X|F)=Y sj,

pak tim minime, Ze pokud ndhodnd velicina Z je podminénou stredni hodno-
tou veliciny X za podminky F, potom Y = Z s.j., a nemusi platit, Ze Y je
podminénou stredni hodnotou veliciny X za podminky F.

Najit E(X | F) znamend najit nahodnou velicinu Z, aby platilo

E(X | F) = Z.

Tvrzeni 7.3. Pokud E(X | F) =Y s.j. a'Y je F-méritelnd, potom plati
E(X | F) =Y.

Tvrzeni 7.4. Za podminek definice 7.1 podminénd stredni hodnota vzdy
existuje a je urcena skoro jisté jednoznacne. Pokud X = Z skoro jisté a

E(X [ F) =Y,

potom 1

E(Z | F) =Y.

Definice 7.5. Necht (€, .A4,P) je pravdépodobnostni prostor. Jev A € A
nazveme

1. atomem o-algebry A, jestlize A # () a pro kazdou B € A podmnozinu
A plati: bud A = B nebo B = 0.

2. atomem pravdépodobnostniho prostoru (€2,.4,P), jestlize P (A) # 0
a pro kazdou B € A podmnozinu A plati: bud P(B) = P(A) nebo
P(B)=0.

Na atomu c-algebry nebo pravdépodobnostniho prostoru muzeme spo-
¢itat podminénou stfedni hodnotu pomeérné jednoduse.

Véta 7.6 (viz [L], str. 44). Necht X € Li(Q, A,P) a F C A je o-algebra.
Necht B € F,P(B) #0 a B je atom (Q, A,P) nebo A, potom plati

1
]E(X|B):—/XdP Vi € B,
P(B) Jg
Pozndmka 7.7. 'V pripade, Ze v posledni vété B je atomem A, pak prislusnd
rovnost plati na B pro libovolnou ndhodnou velicinu Y takovou, Ze Y =

E(X | S).
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Piimym dusledkem posledni véty je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.8. Necht (2, A,P) je pravdépodobnostni prostor a {B;,i € I}
bud pro néjakou spocetnou neprdzdnou I C N disjunktni méritelny (B; € A
pro viechna i € 1) rozklad Q, pricemz P(B;) # 0 Vi € I. Necht ddle F =
o({By,i € I}), potom plati

1
EX|F) =S — | XdP-Ip(), we.
Piiklad 7.1. Bud (Q, A, P) = ((0,1], B((0,1]), \j0,1]) a pron € N bud F,
o-algebra generovand intervaly ((k—1)-27",k-27"],k = 1,...,2". Pro funkci

f € Li(Q) najdéte E(f | F).

Reseni. Staci si uvedomit, ze {((k —1)-27" k-27"],k=1,...,2"} je roz-
kladem (0, 1], potom

k-27™

f ‘ f Z 27" / fdl‘ : H((k_l).g—mk.g—n](aj), S (O, 1].

(k—1)-2—n
A
Nésledujici véta obsahuje zdkladni vlastnosti podminéné stiedni hodnoty.

Véta 7.9 (viz [L], str. 41). Necht X,Y € L1(Q, A,P) a C C F C A jsou
o-algebry, a,b, c jsou cisla z R, potom

1. E(aX +bY +¢|F)=adE(X | F)+ bE(Y | F) + ¢,
pokud X <Y s.j., potom E(X | F) <E(Y | F) s.j.,
EEX | F)) =

pokud X je F-méritelnd, potom E(X | F) =
EEX [C) [ F) =EEX | F)|C)=EX |C),

S &

pokud F a o(X) jsou nezdvislé, potom E(X | F) = EX.

Podminovani nahodnou veli¢inou je podminovani o-algebrou ji genero-
vanou.
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Definice 7.10. Necht X € L;((Q,4,P)) a YV : (Q,4,P) — (S,S) jsou

nahodné veli¢iny, potom ndhodnou veli¢inu
E(X |Y)=E(X [o(Y))
nazveme podminénou stfedni hodnotou veliciny X za podminky Y.

Pozndmka 7.11. Pro prdvé zavedenou podminénou stredni hodnotu budeme
také pouzivat konvenci zavedenou v pozndmce 7.2.

Pozndmka 7.12. Veliciny X, Y jsou nezdvislé prdavé tehdy, kdyz o(X) ao(Y')
jsou mezdvislé, tedy pro mezdvislé integrovatelné ndhodné veliciny plati

E(X |Y)=EX.

Priklad 7.2. Spoctéte E(X? +Y | Y) pro nezdvislé ndhodné veliciny
X,Y € Ly().

Reseni. Plat{
EX? +Y |Y)=E(X?|Y)+EY |Y).

Nahodné veliciny X, Y jsou nezavislé, tedy i veliciny X2, Y jsou nezavislé
a E(X? | Y) = EX? Ndhodn4 velicina Y je ziejmé o(Y)-méFitelnd, proto
E(Y | Y) =Y. Plati tedy

E(X?4+Y |Y)=EX*+Y.
A

Poznamka 7.13. Pokud X je ndhodnd velicina a h(X) je jeji méritelnd trans-
formace, potom plati
o(h(X)) C o(X).

Priklad 7.3. Spoctéte E(Y + sin X | Y3) pro nezdvislé ndhodné veliciny
X,Y € Li(Q).

Reseni. Transformace y — 3° a y — y/? jsou méfitelné na sin X, Y jsou
nezavislé a plati

E(Y +sin X |Y) =E(Y | Y)+E(sinX | Y) =Y + Esin X.
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Priklad 7.4. Bud'te X,Y € L;(Q) nezavislé stejné rozdélené, spoctéte
E(X-Y|X+Y).
Reseni. Nejprve hledanou podminénou stfedni hodnotu upravime.

EX-Y | X+Y)=EX | X+Y)-EY |X+Y)
=EX|X+Y)-EY |Y+X).

7 toho, ze jsou veliciny X, Y nezavislé a stejné rozdélené, by se dalo
predpokladat, ze se posledni rozdil rovna nule. Ovérime tento dohad podle
definice podminéné stiedni hodnoty. Konstantni nula je ziejmé o(Y')-méfi-
telnd. Necht A, B jsou borelovské mnoziny, potom

Pyy(A,B)=P(X €AY ecB) ™2 P(XcA) P cB)
=P(Y €A -P(XEB)ZP(XeB,YecA)=Pxy(B,A),

Mira Pxy je tedy indiferentni viéi vymeéné proménnych a plati

X -Y)dP = r — dxyl’,
Sy X087 = [ m)ariy

B

:\/l'dPX7y(ZE,y)_/ydPX,Y(x7y>

B B

:/deX’y(SE,y)—/37dPX,Y(xuy>:O‘
B

B

Konstantni nula je tedy podminénou stfedni hodnotou veli¢iny X — Y za
podminky X +Y.

A

Podminéna stfedni hodnota je méritelnou funkei podminky.

Véta 7.14. Necht X € Li((Q,A,P)) aY : (2, A,P) — (S,8) jsou ndhodné
veliciny, potom existuje méritelnd funkce h : S — R takovd, Ze

E(X | V) = h(Y).

Posledni véta umozinuje podminovat hodnotami podminky.
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Definice 7.15. Za ptredpokladu a s pouzitim oznaceni véty 7.14 budeme
znacit

E(X |Y =y) = h(y).

Pozndmka 7.16. Pri teSend prikladu spise hleddme funkci h z véty 7.1/, nez
primo ndhodnou velicinu, kterd je podminénou stredni hodnotou.

Za urcitych podminek pokud dvé nahodné veliciny splyvaji na néjaké
mnoziné, potom i podminéné stfedni hodnoty, kde podminkami jsou tyto
veli¢iny, splyvaji skoro jisté na této mnoziné.

Véta 7.17 (viz [L], str. 49). Necht X,Y, Z jsou ndhodné veliciny na prostoru
(Q,A,P) a X € L1(). Necht ddle Y,Z spljvagi na mnoziné A € o(Y) N
o(Z),P(A) > 0, potom rovnost

EX|Y)=E(X|Z2)
plati skoro jisté na A.

Pozndmka 7.18. Je velice podstatné, Ze na rozdil od kapitoly 6 skoro jisté se
rovnajici nahodné veli¢iny uz nejsou pro nds stejné. Dvé skoro jisté stejné
podminky mohou generovat ruzné o-algebry, prestoze jsou stejné rozdélené.
Kdyz jedna z dvou skoro jisté stejnych ndahodnych velicin je podminénou
stredni hodnotou, z toho potom jeste neplyne, Ze i druha je. Jak vime z tur-
zeni 7.4, tyka se to pouze podminek a podminénych strednich hodnot, a
podminované veli¢iny nds zajimaji aZ na tridu ekvivalence ve smyslu skoro
gisté. V pronim bodé nasledujiciho prikladu rozdily mezi skoro jisté stejnymi
nahodnymi velicinamsi wvidime v konkrétni situaci.

Priklad 7.5. Urcete E(X | X?) pro integrovatelnou ndhodnou veli¢inu X
spliujici:

1. X >0s.j,
2. Px =P_y,
3. X ma rovnomérné rozdélenf na (—1,2).

Reseni. Ve viech pifpadech je vhodné si uvédomit, ze o(X?) = o(|X]),
nebot X% = |X|? a | X| = VX2 Tedy

E(X | X?) =E(X | |X]).
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1. Hleddme podminénou stiedni hodnotu ve tvaru h(|Y|) pro néjakou
méfitelnou h a to tak, aby pro véechna B € o(|X|) platilo

szémmu

Vzhledem k tomu, ze X > 0 s.j., vyhovuje nam naptiklad A = Id, to
jest
E(X [ 1X]) = 1X].

Ke stejnému vysledku se dalo pfijit i nésledujici striktné neformalni,
zato intuitivni cestou. Za podminky, ze | X | nabyla hodnoty a, X muze
nabyvat pouze hodnot —a a a. Pticemz skoro jisté nabude hodnoty
a, nebot X je skoro jisté nezdporna, tedy ”stiedni hodnota” X za
podminky |X| = a se rovnd a, to jest podminénd stiedni hodnota
se rovna podmince. Tato tvaha vede k - jak jiz vime - spravnému
vysledku. Pokud bychom fesili tento piiklad pomoci této tvahy, po-
tom bychom museli jesté zkontrolovat spravnost vysledku ovérenim
podminek definice podminéné stfedni hodnoty.

Jesté jednou moznosti je vyuzit toho, ze X = |X| s.j., odkud plyne, ze

E(X | [X]) = E(IX] [ 1X]) = [X].

Dalsi a cestou by bylo pouzit vétu 7.17 a rici, ze na mnoziné {X>0}
plati rovnost X = | X|, tedy na této mnoziné skoro jisté plati

E(X | |X]) = E(X | X) = X.

DéaleP ({X>0}) =1, tedy E(X | |X|) = X s.j.. Byla by to sice pravda,
ale nebylo by to feSenim, protoze obecné neplati E(X | |X|) = X,
nebot X nemus{ byt o (] X|)-méFitelns.

2. Za podminky, ze | X| nabyla hodnoty a, X muze nabyvat pouze hod-
not —a a a. Vzhledem k symetrii rozdéleni X bude jich nabyvat se
stejnou " pravdépodobnosti,” tedy ”stfedni hodnota” X za podminky
|X| = a je nula, z ¢ehoz by se dalo odhadnout, ze E(X | |X]) = 0.

Oveérime podminky z definice podminéné stiedni hodnoty. Konstantni
nula je ziejmé méfitelnd vaci o(| X ). Necht B je borelovsky métitelnd
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mnozina, potom

/ X dP = / X dP + / X dP
{IX|eB} {XeB} {Xe(-B)}
= / X dP + / —XdP
{XeB} {XeB}

= / XdP — / XdP =0.
{XeB} {XeB}

Konstantni nula tedy je podminénou stfedni hodnotou X za podminky
| XT.

3. Za podminky, ze | X| nabyla hodnoty a, X muze nabyvat pouze hod-
not —a a a, pricemz pro a < 1 bude jich nabyvat se stejnou ”pravdépo-
dobnosti,” tedy ”stredni hodnota” X za podminky |X| = a bude nula,
a pro a > 1 skoro jisté nabude hodnoty a, tedy ”stfedni hodnota” X
za podminky | X| = a bude a. z této uvahy by se dalo odhadnout, ze

EX TIX]) = [X] - L1 400 (| XT)-
Ovéfime piislusné podminky definice podminéné stredni hodnoty. | X |-

I 400y (| X]) je méfitelnou transformaci | X|, tudiz je o(]X|)-méfitelna.
Necht B je borelovsky méfitelnd mnoZzina, potom

/ X dP = / X dP +/ XdP
{IX|eB} {IX1eBN(0,1)} {IXleBN(1,2)}
= / XdP + / X dP
{XeBn(0,1)} {—-XeBn(0,1)}
—I—/ X dP
{|X|eBN(1,2)}

_ / X dp = / IX| dP
{|X|eBn(1,2)} {|X|eBnN(1,2)}

[ X Taam (XD P
{IX|eB}

A

Tvrzeni 7.19 (viz [L], str. 46). Necht X,Y jsou redlné ndhodné veliciny na
(Q,A,P), pricemz X, X - Y jsou integrovatelné, a F C A, potom

E(X-Y|F)=Y -E(X|F).
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Dusledkem véty 7.17 je néasledujici velmi uziteéné tvrzeni.

Tvrzeni 7.20. Necht X je redlnd ndhodnd velicina na (2, A,P), Y je nd-
hodnd veli¢ina na (2, A, P) s hodnotami v méritelném prostoru (S,S). Necht
ddle {B;,i € I} C S je nejvyse spocetny méritelny rozklad o(Y') takovy, Ze
pro vSechna i € I Py (B;) # 0. Pokud pro méritelné funkce h;,i € I plati

E(X - Livepy | Y) = hi(Y) - Livesy,

potom

E(X [Y) =) hi(Y) Lyen,

el

Tvrzeni 7.21 (viz [L], str.50). Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny,
pricemz X je redlnd. Necht ddle méritelnd funkce g je takovd, Ze g(X,Y) je
integrovatelnd redlnd ndhodnd velicina. Oznacme Eg(X,y) = q(y), potom q
je méritelnd a plati

E(g(X,Y) V) = q(Y).

Piiklad 7.6. Redlné nahodné veliciny X a'Y jsou nezavislé s rovnomeérnym
rozdélenim na intervalu [—1,1]. Vypoctéte:

LE(X+Y)?|XT),
2. E(Y - VX2 +Y2| X?),
Reseni. 1. Hledanou podminénou stfedni hodnotu nejprve upravime.
E(X+Y)? | XT)=EX?| X" +2E(X Y | XN +E(Y?| XT).

Najdeme kazdou z téchto tfech podminénych stfednich hodnot zv1ast.
Pocitame E(X? | XT).

Mnozina {X* =0} = {X <0} # 0 je atomem algebry o(X*), tedy
podle véty 7.6

0

1 1 1

EX? | Xt=0))= ——. X2dP=2-—-/ 2de = =,

(7 )= px <o) /{X<0} 2 )T
- —1

Na mnoziné {X > 0} X? se skoro jisté rovna (X )2, tedy

E(X*Iix+s0y | XT) =E(XT)*Lx+s0y | XT) = (XT)2
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Potom 1
]E(X2 | X+) = § -]I{X+:0} + (X+)2.
Pocitdme E(X-Y | XT) : plati o(X 1) C o(X), tedy
EEXY | X) | XHZEX -EY |X)| X)) ZEX -EY|X")
=E(X-0|X") =0

Pocitdme E(Y? | XT) :

1

1
2dy = .
/y Y 3

-1

E(Y?| XT) =2 EY? =

N | —

Potom 1 1
E(X+Y)?|XT) = 3 Iix+—oy + (XT)*+ 3

2. Necht g(x,y) = y-+/x + y2, potom g je méfitelnd a potfebujeme najit
E(g(X,Y) | Y), pficemz X, Y jsou nezavislé. Potom

1

1
Blg(X.Y) | X* = a) =Bg(Y.) = 3 [y Vot sdy =0

1
nebot integrovand funkce je lichd a integrujeme ji pies symetricky in-
terval. Pak
E(Y - VX24+Y2| X% =0.
A

Priklad 7.7. Bud' S, =), X; je integrovatelnd ndhodnd prochdzka, kde
X1 = 1,2,...,n jsou nezavislé stejné rozdélené realné nahodné veli¢iny.
Ukazte, ze pro vsechna n € N plati

E(X, | S,) = S,/n. (7.1)
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Reseni. Ovéifme to z definice. S, /n je méFitelnou transformaci S,,, je tedy
o (S, )-méfitelnd. Necht B je borelovsky méritelnd funkce, potom

S ] —
Zhdp = = XidP_ X, dP
| = /@1 /

{SneB} {SneB} T =1{s.eB}
/ X,dP = / X, dP,
{SneB} {SneB}

tedy rovnost (7.1) skuteéné plati.
A

Piiklad 7.8. Necht ndhodny vektor (X,Y) m4d rovnomérné rozdéleni na
jednotkovém kruhu. Spoctéte

E(|Y]| X2 +Y?).

Reseni. V tomto pifpadé je vhodné piejit k poldrnim souiadnicim. Necht
(R, ®) jsou polarnimi soufadnicemi (X, Y'), potom, jak vime z piikladu 6.2,
(R, ®) m4 hustotu

fR,(D(Ta ¢) = % ]I(01 (—m,m) (7” Gb)
Pak R a ® maji hustoty
fr(r) =2r-To1)(r), fole)= % L0,27) ()

a tyto veliciny jsou nezavislé. X2 + Y2 je vizdy nezdporna velicina, proto
stac¢i uvazovat podminky typu X2 +Y? =72, r € R.

E(Y|| X2 +Y? =7r?) =E(|Rsin®| | |R| = |r|)
r|-E(|sin®| | |R| = |r|) = |r| - E| sin ®|.

Spocteme E|sin ®|.

27 T
E]sin(l)\:/ |sin¢\%d¢:%/ sin 6 d
0 0

1 2
= [~ cosdlf = -
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Potom 5
E(Y|| X2 +Y?=1%) = ﬂ.
m

A

Priklad 7.9. Realné nahodné veliciny X a'Y jsou nezavislé s rovnomérnym
rozdélenim na intervalu [-2,2]. Vypoctéte

E(V|X +Y]|Y?).

Reseni. Nejprve si poznamename, ze

EGWIX+Y]|Y?)=EW/|X +Y]||Y).

Veliciny X, Y jsou nezavislé, tedy

E(WVIX+Y||Y =y) = X +y| = /\/]x—l—ydx

2

cm»—x cnlr—k ..blr—t
COII\D

[Iw T y|2 - sign(e + y)]

r=—2

3
(I2+y|281gn(2+y) |y—2!281gn(y—2))

= (C+pVRFY+E-VR—1).

Potom

E(V[X +Y]|Y) =

S(ervETYI+e-VR-T).

A

Definice 7.22. Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A4,P) s hodnotami v méfitelnych prostorech (S,S) a (H,H).
Potom funkci Pxjy : & x H + [0, 1] splaujici

1. Yy € H Pxy(-,y) je pravdépodobnostni mira na S,
2. VB € S Pxiy(B,-) je H-méfitelna,
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3. VB € S,C € 'H plati

P(XeBYeC)= /Cny(B,y)dPy(y),

nazveme podminénym rozdélenim X za podminky Y.

Pozndmka 7.23 (viz [L], str.59). Pokud v definici podminéného rozdéleni
(S,8) je uplny separabilni metricky prostor (napriklad (R™, B(R™))), potom
podminéné rozdélent vidy existuje a je urceno Py - skoro jisté jednoznacné.

V piipadé, ze vime zname podminéné rozdéleni, pak pomoci ného muze-
me spocist podminénou stredni hodnotu.

Véta 7.24 (viz [L], str.58). Necht X,Y jsou ndhodné veli¢iny na pravdépo-
dobnostnim prostoru (£, A,P) s hodnotami v méritelnygch prostorech (S,S)
a (H,H) a necht existuje podminéné rozdéleni Pxy ndhodné velic¢iny X
za podminky Y. Bud ddle méritelnd funkce g : S x H — R je takovd, Ze
9(X,Y) e Li((22,A4,P)). Oznacme

) = [ gte.) dpxy (o),
5
potom q je meéritelnd funkce a plati
E(g(X,Y) [ Y) = h(Y).

Definice 7.25. Necht X,Y jsou spojité realné ndhodné veliciny, Y m4 hus-
totu fy, potom nezapornou mefitelnou funkei fxy na R spliujici pro libo-
volné borelovsky méritelné mnoziny B, C

Pxenyeo) - [ ( [ st gpas). fy(y)) dy,

nazveme podminénou hustotou nahodné veliciny X za podminky Y.

Poznamka 7.26. 'V kapitole 4 jsme 512 zavadeli poymy podminéné rozdélent
a podminénda hustota, kde podminkou byl nahodny jev. Pro rozliSovani drive
zavedengym pojmum budeme Tikat elementarni podminéné rozdéleni a
elementarni podminéna hustota.
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Tvrzeni 7.27 (viz [L], str.60). Pokud X,Y jsou spojité redlné ndhodné
veliciny, Y ma hustotu fy a existuje sdruzend hustota fxy, potom funkce
Ixy definovand ndsledovné:

fxpy(z,y) = %&y) pokud fy(y) >0
—0

0 pokud fy(y)

je podminénou hustotou X za podminky Y a pro skoro vsechna y € R a pro
vSechny B € B plati

Pxiy(B,y) = / Ixpy (x,y)dz Py-skoro jisteé.
B

Necht g : R? — R je meéritelnd funkce takovd, Ze g(X,Y) md stredni
hodnotu. Oznacime-li

o) = / o, y) APy (,y) / o, 9) - Fry (o, y) da,

R

potom q je meritelnd funkce a plati
E(g(X,Y) | Y) =q(Y).

Priklad 7.10. Realné nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé s rovnomer-
nym rozdélenim na intervalu [0,1]. Vypocteéte:

LEX|X-Y),
2. E(X| X Y),
3. E(X +Y)™?| Z), kde Z = X - T2 1) (X).
Reseni. 1. Vektor (X,Y) mé hustotu
fX,Y(x> y) = H(o,l)x(o,n(iﬁa y).
Pak z véty o transformaci plyne, ze vektor (X, X —Y') m& hustotu
fxx-y(u,v) =1To1(u) “Tu—1,0) (v).
Potom X — Y ma hustotu fx_y, kde

1—v—

fx_y(v) = / ldu=1—v" —v" =1—v],

vt
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pokud |v|<1 a fx_y(v) =0, pokud |v|>1.
Déle
Lo,1)(w) - Tiu—1,u)(v)

fX|X—Y(u7 U) = 1- |U‘ 7
0 jinak.

pokud |v| <1

je podminénou hustotou X za podminky X — Y. Potom pro |v|<1

du

I 'Hu— u
E(X|X—Y:v)=/u- () lu-1.0)(0)
R 1 — v

1—v—

_ 1 /udu:(l—v)z—(v+)2

1 — 1o 2(1 = |v)

(1-v"—v")(1l—v 4+v") 14w
2(1 —v= —vt) 2

Pro [v|>1 E(X | X =Y =wv) =0, to jest

14w
B(X | X =Y =v) =~ T (o).

S ohledem na to, ze | X — Y|<1, skoro jisté, pak

1+X-Y

E(X | X -Y)=—7

. Pouzijeme vétu o transformaci pro vypocet hustoty fx xy vektoru
(X, XY).

v —
Fxxy (u,0) =Ty (u) - Ton () [ 117!
1
- ]I((Ll)(u) 'H(o,u) (U) : ” pro u # 0

a fx xy(u,v) =0 jinak. Pak XY ma hustotu
1
1
fxy(v) = /—,du = —loguw,
u
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pokud v > 0, a fxy(v) = 0 jinak.
Dale

—1
alogo Loy () - Lo (v), pokudu#0,v#1 a

Ixixy (u,v) = v>0

0, jinak

je podminénou hustotou X za podminky XY. Pak pro 0 < v < 1

Pro v < 0aprowv > 1 polozme E(X | XY =v) =0.

XY -1
Potom E(X | X -Y) = ———, pokud 0 < XY < 1 a je nula jinak.
log XY

. Na mnoziné {Z#0} Z = X, tedy na této mnoziné
1
B(X +Y) | 2) = E((X + )21 X) = [ (X +9) 2 dy
0
=2((X + 1)Y2 - XV =2((Z2 4+ 1)V - ZY/?).
Mnozina {Z = 0} je atomem o(Z), tedy na ni

E(X+Y) 2| 2) = s !

e /{Z:O}(X +Y)dP,
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Dale

/ (X+YMP:/ E(X +Y | X)dP
(z-0)

{z=0}
:2/ VX +1-VXdP
(z=0}
1/2

2/<W—ﬁ>~fx<x>dx
1/2

2/<m_ﬁ>.m

0

Wk N

((3/2)2 — (1/2)2] - [1 — 0])
((3/2)7 — (1/2)2 — 1),

P{Z=0})=P(0<X <1) =1, tedy na {Z =0}

[GSIN )

3
2

N

E((X+¥)72 | 2) = S((3/2)2 — (1/2)2 — 1)

Potom

3 3
2 —(1/2)2 = 1) - Tiz—qy

+2((Z + )V2 = Z'%) T g0y

E((X +7Y)™7 | 2) = 2((3/2)

A

Piiklad 7.11. Budte X,Y nezdvislé ndhodné veliciny s exponencidlnim
rozdélenim s parametrem 1. Spoctéte

E(sin (X +Y) | X).
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Reseni. X,Y jsou nezdvislé, tedy
+oo
EGsin(X+Y)| X =x2) = / sin (z +y)e ¥ dy = Im
0

+oo
=Im [em l L ey(l_’)}

eUa+y) o=y dy

1
=Im [e” ]
1—2

o\ér

1—n =0
1 1
= Im [e“ _QH] = élm [(1+12)(cosz +1sinx)]
1 :
= §(COSI —sinz).

Dalo by se integral vyse spocist i bez pouziti komplexni exponencidly -
dvojitym pouzitim metody per partes - ale pouzity zpusob je o néco jed-
nodussi a prehlednéjsi. Z vysledku pak

1
E(sin(X+Y) | X) = §(cosX —sin X).

A

Piiklad 7.12. Bud'te X,Y nezdvislé ndhodné veliciny se standardnim nor-
malnim rozdélenim a polozme U = X2+ Y2V =Y/X.

1. Najdéte podminéné rozdéleni X za podminky U = u a podminéné
rozdéleni X za podminky V = v.

2. Spoctéte E(X | U),E(X | V).

Reseni. 1. Z nezévislosti nahodnych veli¢in plyne, ze vektor (X,Y) mé
hustotu { L
e
m, = — € 2
fxy(@,y) o

Uvazujme transformaci (X,Y) +— (X2+Y? X) *Z (U, Z). Tato trans-
formace je prosta na mnozinach

{(xay)7y > O} a {(Jf,y),y < O}

Absolutni hodnota jacobidnu této transformace na téchto mnozinach
je

2v 2y || _
(il
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tedy absolutni hodnota jacobidnu inverzni transformace je 2\/%7
Aplikaci zobecnéné véty o transformaci najdeme hustotu (U, Z). Obé
poloroviny se zobrazi stejné, proto v sumé ze zobecnéné véty o trans-
formaci mame dva stejné scitance.

2 . i e_u/z . ;
fuz(u,z) = 27 2/u — 22
0 jinak

pro u > 22

Z prikladu 6.8 vime, ze ndhodna veli¢ina U ma exponencialni rozdéleni
s parametrem 1/2; tj. ma hustotu

1

fulw) = 572 - Tp ooy ()

Pro u nezdporna (U je vzdy nezdporna ndhodnd veli¢ina, proto ostatni
u néas nezajimaji) pak funkce
1

1

— - ro u > z°
fZ|U:u(Z)= m u — 22 P

0

jinak
je podminénou hustotou veliciny Z za podminky U = u.

Uvazujme ted transformaci (X,Y) — (Y/X,X) = (V,Z). Tato
transformace je prosta na celé roviné bez poc¢atku a mé tam absolutni
hodnotu jacobianu

‘_1

Pro inverzni transformaci pak ta hodnota je |z| a vektor (V,Z) ma
podle véty o transformaci hustotu

1 22 1)2
fra(v,2) =57 2]
7 prikladu 6.8 vime, ze V' méa Cauchyho rozdéleni, tj. ma hustotu
1
vl =Sy

Pak funkce

Faval?) = 5 e 7 (2 1) I

je podminénou hustotou veli¢iny Z za podminky V = v.
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2. Nejprve uvedeme vysledek.
EX|U)=EX |V)=0.

A ted ho zduvodnime. Obé podminéné hustoty jsou sudé v proménné
z. Kdyz je vynasobime z dostaneme liché funkce. Hledané podminéné
sttedni hodnoty se pak obé rovnaji integralim z lichych funkci ptes
symetricky kolem nuly interval, tedy jsou nulové.

A

Pokud sestrojime podminénou hustotu obdobnym zpusobem jak jsme to
zatim délali, muzeme najit podminéné rozdéleni.

Véta 7.28 (viz [L], str.60). Necht (X,Y) je redlny spojity ndhodny vektor
s hustotou fxy. Oznacme

frly) = / fonwg)de a fo(y) = firly)  Tn(fv()!

Definugeme-li funkci fxy ndsledujicim zpisobem:

fxy(@y) =< fry) pokud fy(y) # 0

0, Jinak,

potom funkce Pxy : B X R +— R definovand pro B € B,y € R vztahem

Pxiy(B,y) = {ﬁ%(éfyw,y) " fﬁd e

je podminénym rozdélenim nahodné veliciny X za podminky Y.

Pokud bychom v predeslé vété definovali funkci Px|y pro vSechna y
integrdlem z podminéné hustoty, nebyla by pro y takova, ze fy(y) = 0
funkce Pxy (-, y) pravdépodobnostni mirou. Totiz pro takové y a pro libo-
volné B € B by Pyy(B,y) se rovnalo nule, tim pddem by to nemohla byt
pravdépodobnostni mira.

1Obeé tyto funkce jsou hustotami veli¢iny Y, ta prvni ale nemusi byt redlna.
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Proto na mnoziné B x {fy = 0} musime definovat Pyy néjakym jinym
zpusobem, abychom pfi fixaci prvku z {fy = 0} dostévali pravdépodobnos-
tni miry na B. Zaroven ale museji byt splnény i ostatni podminky z definice
podminéného rozdéleni, to jest métitelnost pfi fixaci prvni proménné a rov-
nost

P(X€B,Ye()= /CPXY(B,y) dPy (y) (7.2)

pro vSechna B,C € B.

Pro zachovéni méfitelnosti pro kazdé y € {fy = 0} budeme definovat
Px|y stejnou mirou. Py({f = 0}) = 0, tedy rovnost (7.2) bude platit jak
bychom nedefinovali Px|y. Staci tedy vybrat néjakou miru p na borelovské o-
algebie a pak definovat Px|y (B, y) = u(B) pro viechny borelovské mnoziny
B a pro vsechna y € {fy = 0}.

Pro jednoduchost v minulé vété byla vybrana takzvana Diracova mira
v bodé nula - g, coz je mira, ktera pritazuje mnoziné miru jedna, pokud tato
mnozina obsahuje predem vybrany bod x (Diracova mira v bodé z, v nasim
piipadé x = 0) a pfifazuje nulu, pokud tomu tak neni. Muzeme to zapsat i
jinak: 0,(B) = Ip(x) VB € B. Vybér Diracovy miry a nuly jako zdkladniho
bodu je relativné ndhodny a nemaé zadny konkrétni vyznam, stejné tak jsme
mohli vybrat i jinou miru nebo jiny zakladni bod Diracovy miry. Jediné
dulezité je, ze mira byla vybrana predem a nezavisi na y € {fy = 0}.

Pozndmka 7.29. 7 vyse uwvedenyjch duvodi za podminek véty 7.28 pri hleddni
podminéného rozdéleni vystacime s podminénou hustotou.

Priklad 7.13. Najdéte podminéné rozdéleni Pxy|z, jestlize X a'Y jsou
nezavislé nahodné veliciny s exponencialnim rozdélenim se stejnym parame-
trem A a Z = max (X,Y).

Reseni. Nghodné veliciny X, Y maji hustoty
fx(@) =A™ g o) (2), frr(y) = Ae ™™ - T(g o0 (1),
jsou nezavislé, tudiz (X,Y) mé hustotu
Py (@,y) = Nem ) T oy (2) - T, 100 (9).

Zobrazeni g : (x,y) — (z 4+ y, max (x,y)) je difeomorfni na mnozinach
{0 <z <y} a{0<y<z} ana téchto mnozinich zobrazuje bod (z,y) po
fadé na body (z +v,y) a (z +y, ).

84



Na mnoziné {0 < z < y} funkce g ma absolutni hodnotu jacobidnu

a zobrazuje tuto mnozinu na mnozinu {0 < z < u < 2z} =" B.
Na mnoziné {0 < y < x} funkce ¢ ma absolutni hodnotu jacobidnu

ol =1

a také zobrazuje tuto mnozinu na B.
Potom podle véty o transformaci (X + Y, Z) ma hustotu

Ferviz(u,v) = (Ne 72 1) 22 T (u, 2) = 20%e ™ - Ip(u, 2).

Spocteme hustotu veli¢iny Z.

2z

fz(2) :/RfX—l-Y,Z(uvz) du = /2)\26_/\udu T(0,400)(2)

z

-1 _ z -z
= 2)\2 . T (6 22z _ e A )]I(O,+oo)(z)
Potom funkce
Aef)\u
fX_’_y‘Z(U, Z) _ m pOkUd O<z<u<2z
0 jinak

je podminénou hustotou X + Y za podminky Z.

A

V piikladé 7.5 jsme spocitali E(X | |X|) v nékolika konkrétnich piipa-
dech. Ted to udélame obecnéji. Necht nejprve X je diskrétni realnd ndhodna
veli¢ina nabyvajici nezaporné hodnoty x nebo —x s nenulovou pravdépodob-

nosti, tj.
P(X=2x2)+P(X =—-z)>0.

Potom mnozina | X| = z je atomem o (] X|). Necht ddle g(X) je méfitelnou

transformaci X, potom podle véty 7.6

_ Jpo(x)dP

P(IX] =)
_9@) - P(X =2)+g(=z) P(X = —7)
P(X=2)+P(X = —2x) ’

E(g(X) | [X]| = x)
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kde B = {|X| = z}.

Necht ted X je spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou f. V tomto pifpadé
pouzijeme docela umély trik, ktery spoc¢iva v tom, ze budeme navic uvazovat
nédhodnou veli¢inu Z s rovnomérnym rozdélenim na (0, 1) a nezavislou s X.

Takové velicina Z obecné nemusi existovat, napiiklad neexistuje, kdyz
velicina X je definovédna na prostoru (2, 4,P) a A = o(X). Ukédzeme, ze
presto muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze takova veli¢ina Z
existuje.

Necht U je redlnd integrovatelnd nahodné veli¢ina, necht V je néjaka
ndhodnd velicina. Z véty 7.24 vime, Ze podminéné rozdéleni Py urcuje
funkci E(U | V = v). Z definice plyne, Ze podminéné rozdéleni zavisi pouze
na sdruzeném rozdéleni Py a nezavisi na prostoru, na kterém je definovana
velicina U. Tudiz funkce E(U | V' = v) zavisi pouze na sdruzeném rozdéleni
Py a nezavisi na prostoru, na kterém je definovana veli¢ina U.

Vratime se k uvazované veli¢ciné X. Oznacme (€2, A, P) pravdépodobnost-
ni prostor, na kterém je definovana. Dale uvazujme prostor

(@, A P) = (Q,A,P) @ ((0,1), Bjo,n), Mo.n)
a ndhodné veliciny
X' (w,z) =X(w), (w,z)e,
ZNw,z) =2, (w,z)e.

Velicina X' je stejné rozdélena jako X, veli¢ina Z méa rovnomérné rozdélent
na (0,1) a jsou nezdvislé, nebot jejich sdruzené rozdéleni je sou¢inem mar-
ginalnich. S ohledem na vySe uvedené to znamend, ze muzeme bez Ujmy
na obecnosti predpokladat, ze existuje nahodna velicina Z s rovnomérnym
rozdélenim na (0,1) a nezavisld s X.

Pokracujeme déle. Vektor (X, Z) ma hustotu

fxz(x,2) = f(z) - Lo1)(2)-
Uvazujme déle métitelnou transformaci
(X,Z) w— (Z -signX, |X|) & (U, V).

Tato transformace je prostd na mnoziné {x, z, x # 0,z > 0}. Absolutni hod-
nota prislusného jacobianu a jacobidanu inverzni transformace je na této
mnoziné

‘ 0 signz

signe 0 =1
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Pak podle véty o transformaci vektor (U, V') mé hustotu

fow(u,v) = f(v-signu) - T (Jul) - Lo, 400) (v),
nebot X =V -signU a Z = |U|. Nadhodn4 veli¢ina V' méd potom hustotu

/fUV u,v) du = /Of(—v)du"‘/lf(v)du L0, +00) (V)

—1

—0) + [(v)) - T0,400) (V)

a funkce
% ’ H(&D(‘“D “T0,400) (v),
o) = pokud f(—v) + f(v) # 0
0, jinak

je podminénou hustotou U za podminky V. Necht g(X) je zase méfitelnou
transformaci X. Pro nezdpornd v takova, ze f(—v) + f(v) # 0 spocteme

E(g(X) [ 1X] =) =E(g(V - signU) | [V] = v)

0
= 0T @) /g v - signu) - f(v - signu) du

+ /g v - signu) - f(v - signu) du
0

_ 9(=0) - f(=v) + g(v) - f(v)
f(=v) + f(v)

Dosazené vysledky shrneme v nasledujicim tvrzeni

Tvrzeni 7.30. Necht X je redlnd ndhodnd veliciny a necht g : R — R je
meritelna funkce.

1. Pokud X je diskrétni nahodna velicina a x je nezdporné cislo takové,
Z2eP(X =x)+P(X =—x) >0, potom

g(z) P(X =) +g(~2) P(X =—z)

Bl 1Y) =) = S = 5 p (X = =)
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2. Pokud X je spojitd nahodnd velicina a x je nezdporné cislo takové, Ze

f(=z)+ f(z) # 0, potom

9(=2) - f(=2) + 9(x) - f(z)

E(g(X) | [X]=2) = f(=z) + f(z)

Pro ostatni x muzeme poloZit
E(g(X) | [X]=2)=0.

Priklad 7.14. Realné nahodné veliciny X aY zlL, jsou nezavislé a nahodny
vektor (X,Y') md spojité rozdéleni s hustotou f. Spoctéte E(XY | | X|).

Reseni. Y z hledané podminéné stfedni hodnoty muzeme vytknout kvuli
nezavislosti X a Y.

E(XY [ |[X]) = E(E(XY | X) | [X]) = E(X - EY | [X]) = EY - E(X | |X]).
Necht z je nezdporné ¢islo takové, ze f(—z) + f(x) # 0, potom

—z- f(=r) - fz)
fl=a)+ fl@)
Pro ostatni « polozme E(X | |X| = ) = 0. Potom

X FEXD A+ X FOXD

E(X | |X] =) =

EY pokud
F=IXD) + F(XT)
E(XY11X]) = F=IXD) + F(X]) #0
0 jinak.

A

Piiklad 7.15. Necht redlné ndhodné veliciny X,Y maji rovnomérné rozdé-
leni na intervalech [5,25] a [-1,1] respektive. Spoctéte

E(exp (XY/2) | X).

Reseni. X,Y jsou nezavislé, tedy

E(exp (XY/2) | X) = / exp (Xy/2) - 5 dy = (exp (X/2) — exp (- X/2).

88



Ptipomenme si, ze pro ndhodny jev B plati nasledujici vztah:

P(B) = Elp.
Porovnejte s nésledujici definici.

Definice 7.31. Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, F C A je o-
algebra, B € A je ndhodny jev, potom podminénou pravdépodobnosti
jevu B za podminky F nazveme ndhodnou veli¢inu

P(B|F)=E(lg|F).

Analogicky se zavede podminéna pravdépodobnost, kde podminka je
nahodna velicina.

Definice 7.32. Necht (€, .A,P) je pravdépodobnostni prostor, Y je realna
nahodna veli¢ina na ném, B € A je ndhodny jev, potom podminénou
pravdépodobnosti jevu B za podminky Y nazveme nahodnou veli¢inu

P(B|Y)=E(Ig|Y).
Necht A je méfitelnd funkce takova, Ze
P(B|Y)=nh(Y).

Jeji funkéni hodnotu v bodé y nazveme podminénou pravdépodobnosti
jevu B za podminky Y = y a budeme znacit P (B | Y =v).

Pozndmka 7.33. Pokud v posledni definici P (Y =y) > 0, pak podminénou
pravdépodobnost P (B | Y = y) jizZ mdme definovanou ndsledovné:
P(B,Y =vy)

P(B|Y =y)= Py =)

Ukdzeme, Ze v tom nent Zddnyj spor. Mnozina{Y = y} je atomem o(Y'), tedy
podle vety 7.6 pocitame

1
Elg | Y =y) = ———" IpdP =

pricemsz tyto rovnosti plati pro libovolnou podminénou stredni hodnotu E(Ig |

Y).
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Poznamka 7.34. Je vhodné si uvédomit, Ze nepodminénd pravdépodobnost je
stredni hodnotou podminéné, to jest

P(B)=Elp =EE(Iz | Y)=EP(B|Y).

Pokud podminujeme diskrétni ndhodnou veli¢inou, potom pii zjisténi
podminéného rozdéleni muzeme pouzit elementarni podminéné hustoty.

Véta 7.35. Necht X je redlnd ndhodnd velicina a'Y je diskrétni ndhodnd
veli¢ina s hodnotami v méritelném prostoru (S,S). Pokud pro kazdé y € S
takové, Ze P (Y =vy) # 0, existuje elementdrni podminénd hustota fx|y—y,
potom funkce Pxy : B x S+ R definovand pro B € B,y € S vztahem

fB Ixyy=y(x)dx, pokud P(Y =y)#0

P B =
xiv(B.y) {]IB(O), jinak

je podminenym rozdélenim veliciny X za podminky Y.

Pozndamka 7.36. Z obdobnyjch duvodu, jaké byly pouZity v pozndmce 7.29
a v textu pred ni, pri zjisteni podminéného rozdélent, kde podminkou 7je
diskrétni nahodnd velicina, vystacime s nalezenim elementdrnich podminé-
nych hustot. Zrejmé pritom nas budou zajimat ne vsechny mozné podminky
s nenulovou pravdépodobnosti, ale pouze podminky ve tvaru Y = vy, kde

P(Y =y) #0.

Pripomenme si Bayesovu vétu, ktera umoznuje obratit jevy, kterym pod-
minujeme a ktery podminujeme.

Véta 7.37 (Bayes). Necht A, B jsou dva ndhodné jevy s nenulovou pravdé-
podobnosti, potom plati

P(A|B)-P(B)
P(A|B)-P(B)+P(A|B)-P(B)

P(B|A) =

Necht Y je spojitd ndhodn4 veli¢ina s hustotou fy a necht B je ndhodny
jev s kladnou pravdépodobnosti. Spocteme podminénou distribuéni funkci
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nahodné veliciny Y za podminky B.

Frnln) =P (v <y B) = 0= 0,
P(Y <y,B)=E(liy<y - Ip) = EE((Ijy<yy - 1n) | Y)
=E(Iy<y - E(Iz | Y)) / fr(y) - P(B|Y =y) dy,
P(B)=EP(B|Y) = +oofy(t)«P(B|Y:t) dt.
Potom
_ yfy(y)-P(B W ?(B1Y =y
FY'B<y)_/ P f+°°f ) P(B|Y =t) dt
a funkce
Frisly) = fry)-PBIY=y) K -PBIY =y)
e P(B) [ fe(t) - P(BIY =1) dt

je elementarni podminénou hustotou nahodné velic¢iny Y za podminky jevu
B.

Tento vysledek zapiseme ve formé tvrzeni.

Tvrzeni 7.38. Necht Y je spojitd ndhodnd velicina s hustotou fy a necht
B je nahodny jev s kladnou pravdépodobnosti. Potom funkce

fry) P(BIY =y)  fr(y) PB]Y =y)
P(B) [T H @) P(B|Y =t) dt

fY\B(y) =

je elementdrni podminenou hustotou ndhodné veliciny Y za podminky B.
Porovnejte posledni tvrzeni s Bayesovou vétou.

Piiklad 7.16. Necht ndhodna velicina Y md rovnomérné rozdéleni na in-
tervalu (0,1) a nahodnd velicina X ma za podminky Y = y geometrické
rozdéleni s parametrem vy, tj. pro vsechna k cela nezaporna plati

P(X=Fk|Y=y) =y-(1-y"

Najdéte
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1. rozdéleni nahodné veliciny X,
2. podminéné rozdeéleni Py x.

Reseni. 1. Nahodna velicina X nabyva pouze nezapornych celoc¢iselnych
hodnot. Pro k € Ny plati

P(X:k:):EP(X:k|Y):/1P(X:k|Y:y)dy

z/oly-(l—y)'“dy

1 k4171 1 /1 k41
- — - 1—
k+1[y(1 y)* M, | 0( y) " dy
1 -1 1 1
=0-0— ———[(1 —y)F*?] = :
0-0 k:+1k:+2[( Jn (k+1)(k+2)

2. Pro k € Ny funkce

fr(y) PX=k|Y =y)
P(X=k)

=Ty (¥) - (+1)(k+2) - y(1 - y)*

frix=k(y) =

je podle tvrzeni 7.38 podminénou hustotou Y za podminky X = k.
JAN

Piiklad 7.17. Necht ndhodné veli¢ina Z ma Poissonovo rozdéleni s nahod-
nym parametrem U, kde U je nahodna veli¢ina s exponencialnim rozdélenim
se stredni hodnotou 1, to jest U ma hustotu

Jo(u) =e™ Lo 100) (©)

a pro k € Ny plati
k

u —Uu
P(Z:k\U:u):Ee .
Najdéte nepodminéné rozdéleni nahodné veliciny Z a pro vsSechna k cela
nezaporna spoctéte
E(U | Z = k).
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Reseni. Necht & je nezdporné celé ¢&islo, potom

P(Z=k)=EP(Z=k|U)= +OofU(u)-P(Z:k:|U:u) du

+00 k 1 400 2 k
= / et ety = / (2u) e 2. 2du
0 0

k! ok+1 k!
1 ootk 1
= k_ — €_t dt = 57,
ok+1 [ k! 9k+1

to jest Z ma geometrické rozdéleni s parametrem 1/2.
Necht k je zase nezaporné celé ¢islo, potom {Z = k} je atomem o(Z) a
plati

=]
—_— UdP,
P (Z = k’) {Z=k}

/ UdP =E(U -liz=py) = EE(U - Liz=py | U) = E(U - E(Ijz=4y | U))
(2=k)

E(U | Z = k) =

—E(U-P(Z=k|U))
+o0 uk-{—l

+oo
:/ u-P(Z:k:|U:u)-fU(u)du:/ ——e M du
0 0 k!

k 1 —+00 2 k+1 k 1 “+o00 tk:+1 —t
_ b / (2u) e’2u~2du:—+ / it
2k+2 Jo (B+1)! 2k+2 fo (B+1)!
kE+1
Tedy

k+1 1 k+1

E(U|Z:k):2k+2:2k+1: 2
AN

Priklad 7.18. Nahodny vektor (X,Y, Z) ma rovnomeérné rozdéleni na jed-
notkové kouli. Spoctéte
EX|Y —2).

Reseni. Nahodny vektor (XY, Z) m4 hustotu

3
fX,Y,Z(xa Y, Z) = E ]IA(xv Y, Z)?
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kde A znaci jednotkovou kouli. Uvazujme transformaci
(X,Y,Z)— (X,Y — Z,2) = (U, V,W).
Je ztejmeé prostd a regularni. Absolutni hodnota prislusného jacobidnu je

10 0
01 —1|=1=L
00 1
Vektor (U, V, W) ma tedy hustotu
fovw (u,v,w) =I4(u, v+ w,w).
Mnozina
B = {('LL,’U,U}), (U,U—{—UJ,'UJ) S A} = {(U,U,’LU), U2+ (U+?U)2 +w2 < 1}
je symetrickd v proménné wu, to jest pokud (w,v,w) nélezi B, potom i

(—u,v,w) nalezi B. Hustota fyvw je tedy sudd v proménné u. Potom i
hustota vektoru (U, V)

fov(u,v) = / fovw(u, v, w) dw
R
je sudd v proménné u. Pouzijeme-li konvenci z/0 = 0, potom plati rovnost

EMWY—Z:m:Ewwvzw:/@;@ﬁﬂﬁwzq

R fv(v)

nebot ¢itatel je lichy v proménné v a jmenovatel na nf nezdvisi, tudiz

E(X|Y —2Z)=0.
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Kapitola 8

Charakteristicka funkce

V dalsim textu budeme pouzivat oznaceni (x,y) pro skaldrni sou¢in vektoru
x,1y. Vektory v této kapitole budeme povazovat za sloupcové.

Definice 8.1. Charakteristickou funkci redlného ndhodného vektoru X
o k slozkdch nazveme funkeci

A~

Px(t) = Ee'®X) | t ¢ R,

Pozndamka 8.2. Dosazenim nuly do definice zjistime, Ze kazZdd charakteris-
tickda funkce ma v nule hodnotu jedna. Pro kaZdé t plati

|ez(t,X>| < 1’

tedy charakteristicka funkce je definovdna na celé redlné ose a v Zadném bode
v absolutni hodnoté nepresahuje jednicku. Da se také ukdzat, Ze charakteris-
tickd funkce je vidy stejnomérné spojitd (viz [L], str. 85).

Jednim z duvodu, pro¢ charakteristickd funkce ma takovy nazev, je sku-
tecnost, ze je uplnou charakteristikou rozdéleni realného nahodného vektoru.

Véta 8.3 (viz [L], str.84). Rozdélend redlného nahodného vektoru je uréeno
jednoznacné jeho charakteristickou funkci.

Pokud zname charakteristickou funkci ndhodné veli¢iny, potom muzeme
jednoduse spocist charakteristickou funkci linearni transformace této na-
hodné veliciny.
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Véta 8.4. Necht X je ndhodni vektor o k sloZkdch, potom pro vsechny
meN,a € R", A e R™* » e R™

plati ) )
Poiax(z) = 9. Py (A" 2).

Priiklad 8.1. Spoctéte charakteristickou funkci nahodné veliciny X

1. s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a,b),
2. s exponencialnim rozdélenim,

3. se standardnim normalnim rozdélenim,

4. se standardnim Laplaceovym rozdélenim,
5. s multinomickym rozdélenim s parametry m,n, py, ..., Pn-
Reseni. 1. Spocteme nejprve charakteristickou funkci proa = —1,b = 1.

Oznacéme pro takova a, b velicinu X jako X, potom pro ¢t # 0

1 ot —ut :
- 1 1 e*—e sin ¢
P t) = ztde — zta:__d —_ . _
) = [ e dps) = [ e fdr—g ot 5
a Px, (0) = 1.
V obecném pripadé plati
b—a a+b
X = - X
92 1 + 2 )
tedy pro t # 0
. . ,atb, sin b’—“t)
PX(t> = Pb—TaXlJ,_“T“'b(t) =e 2 b ?ft
a Px(0) = 1.
2. Velicina X m4 hustotu A - e - I (g 4 ) (), potom
+00 +oo
Px(t) = / e dPyx = / e N e M dr = A / et
R
0 0

)\ 400 A
o (st—N)z —
—zt—)\[e L”ZO A —at
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1 —z?
3. Velicina X mé hustotu —-e 2 | tedy

V271

~ —x? (at)2 22 —2atx4(1t)>2
Py(t) / we, LTy / L Ty
= [ — ¢ r=[e2 -—-e¢ T
* R 27 R V2T

2 1 (z—1t)? t2
262/—~6 2 dr=e 2.
R 2’/T

Korektni oduvodnéni posledni rovnosti vyzaduje poznatky z analyzy
v komplexnim oboru, presnéji - znalost reziduové véty.

1
4. Standardni Laplaceovo rozdéleni ma hustotu 5 el potom

+o0 0 +o0

A~ 1 1
Px(t) = /e”‘” . 5e*IHcI dr = 3 /e(zt+1)x dz + / pt=Dz 7.

—00 o] 0

1 1 0 1 _ +oo
_ _ (st+1)z (it—1)z

2 (zt—i—l [e L:—Oo—i_zt—l [e LZO)
1 1 1 L (-1 —(+1) 1
C2\ut+1 -1 2 (t+1D)t—1) 142

5. X nabyvéa hodnot pouze z mnoziny

K = {k e (N, ikj = m}

n e k;
LY== (kzlkm) 1Ip ke i
Potom pro t € R™ plati
3 _ ot X) _ Wt k) n . M kj
Px(t)—Ee = EKG <k/’1,---,k’m) Hpj

(o) e - (S

keK Jj=1



Ptripomenme si definice I'-funkce a I'-rozdéleni.

Definice 8.5. Na kladnych redlnych ¢islech definujme I'-funkeci nésledujicim

vzorcem:
—+00

[(x) = /tr_le_t dt, > 0.
0

Pozndmka 8.6. T'-funkce je rozsirenim poymu faktoridlu. Plati
MNz+1l)=z -I'zx) V>0 o T'(1)=1.
Z téchto dvou skutecnosti plyne rovnost
I'(n)=(n—-1), neN,

Definice 8.7. Rekneme, ze ndhodnd veli¢ina X m4 I'-rozdéleni s parametry
a a p, kde a a p jsou kladna ¢isla, pokud funkce
ap

fX (.T) — @xpileiax . H(O,—&—oo) (I)

je hustotou této ndhodné veliciny.

Dosazenim do posledni definice p = 1 zjistime, ze I'-rozdéleni s parametry
a a 1 je zaroven exponencialnim rozdélenim s parametrem «. Pomoci véty
o transformaci se pomérné snadno da ukézat, ze soucet dvou nezavislych
nahodnych velicin s I'-rozdélenim po fadé s parametry a a p; a a a py ma
[-rozdéleni s parametry « a p; + po. Z téchto dvou faktu plyne nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 8.8. Necht pro n € N ndhodné veliciny X1, ..., X, jsou nezdvislé
a stejné rozdélené s exponencidlnim rozdelenim s parametrem o > 0. Potom

nahodnd velicina
n
=1

ma I'-rozdéleni s parametry o a n.
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Véta 8.9 (viz [L], str.86). Necht X = (Xy,...,X,) je redlny ndhodny
vektor, potom veliciny Xy, ..., X, jsou nezavislé prdve tehdy, kdyZ se cha-
rakteristickd funkce vektoru X rovnd soucinu charakteristickych funkci jeho
slozek, to jest

Px(t) = H Py, (t), t ER™
j=1

Priklad 8.2. Spoctéte charakteristickou funkci nahodné veli¢iny s I'-rozde-
lenim s parametry o a n, kde « je kladné ¢islo a n je prirozené.

Reseni. Necht ndhodné veliciny X7, . .., X, jsou nezdvislé a stejné rozdélené
s exponenciadlnim rozdélenim s parametrem a > 0. z véty 8.9 ma potom
vektor (X1,...,X,) 2" Y charakteristickou funkci

n

. «
Py (t) ZHQ_%, t e R".
i J

J=1

Oznacme (1,1,...,1) = A € R", potom ndhodnd velicina X = A"Y
ma [-rozdéleni s parametry o a n a podle véty 8.4 X ma charakteristickou
funkci

PX(z):Py(A.z):< a )n 3

o —1z
A

Pozndamka 8.10. Dd se ukdzat, Ze obecné ndhodnd velicina X s I'-rozdeéleni
s parametry o a p, kde o a p jsou kladnd c¢isla, mad charakteristickou funkci

PX(z):< c )p, z€R.

o — 1z

Priiklad 8.3. Spoctéte charakteristickou funkci vektoru s n-rozmérnym nor-
malnim rozdélenim se stredni hodnotou p a varianéni matici X..

Reseni. Necht Z = (Zy,..., Z,) je ndhodny vektor, jehoz slozky jsou neza-
vislé a maji standardni normalni rozdéleni, potom pro ¢t € R"

Pelt) = exp (~50))
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Déle existuje pravé jedna pozitivné semidefinitni matice A takova, ze ¥ =
A - A", Plati, ze ndhodn4 velicina X = y + A - Z ma n-rozmérné norméaln{
rozdéleni se stfedni hodnotou p a varianéni matici ¥. Pro t € R™ plati tedy

A

Pro(t) = exp (t, 1)) - Po(A - ) = exp (Z(W) —SiA-nA t>)

~ exp (z(t, ") — % 3 t>>.

Plati nésledujici tvrzeni tykajici se sudosti charakteristické funkce.

Tvrzeni 8.11 (viz [L], str.85). Necht X je ndhodny vektor o k sloZkdch,
potom

1. Px(t) = Px(—t) Vt € R¥,
2. pokud Py je redlnd funkce, potom je nutné sudd,
3. Py je redlnd funkce pravé tehdy, kdyZ Px = P_x.

Véta 8.12 (viz [L], str.93). Necht redlnd ndhodnd velicina X md integro-
vatelnou charakteristickou funkci Px, potom X je spojitd ndhodnd velicina
se spojitou omezenou hustotou

“+o0o
1

= %/e_m-p){(t) dt.

—00

fx ()

Pozndmka 8.13. Poznamenejme, Ze napriklad veliciny s exponencidlnim roz-

délenim nemaji ani spojitou hustotu, ani integrovatelnou charakteristickou
funkca.

Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina se sudou hustotou, potom Px je
suda realna funkce. Dejme tomu, Ze Px je navic integrovatelna a nezaporna
a oznacme

C = / Px(t) dt,
R
potom
1

P ogl.
olx Iy
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je hustotou néjaké nahodné veliciny Y. Vypocteme charakteristickou funkci
této ndhodné veliciny.

—+00 —+00 —+00

Py(t) = / e fy (x) do = / emé]sx(x) dx = %T % e~ Py (2) da
2T
= Fe(d).

Predposledni rovnost plati kvuli sudosti Px.
7 vyse uvedeného vypoctu plyne néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.14. Necht X,Y jsou spojité ndhodné veliciny s hustotami fx, fy.
Necht ddle pro néjaké kladné cislo C plati

]ADX =C- fY7
kde Px je charakteristickou funkci veliciny X. Potom
27
o Ix
je charakteristickou funkci'Y.

Piiklad 8.4. Vypoctéte charakteristickou funkci Cauchyho rozdélenti.

Reseni. Cauchyho rozdéleni mé hustotu

1
fr(y) = A+ )
Plati tedy .
fr(y) = ;Px(y),

kde Py je charakteristickd funkce ndhodné veliciny X se standardnim La-
placeovym rozdélenim. Oznac¢me-li fy hustotu veli¢iny X, potom

A 2 1
Pot) = T pxit) =2 gt = ML
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Piiklad 8.5. Budte X,Y,Z nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny
s charakteristickou funkci p. Najdéte charakteristickou funkci nahodného
vektoru

(X -2,Y -2)% L.
Reseni. Necht t,s € R, potom
Pu(t, 5) = Bt -2+ =2) _ (X s gl —t-5)7)
= EetX - Ee*Y - Ee' =92 = (1) - ¢(s) - p(—t — s).
A

Podobné jako pomoci vytvorujici funkce, tak i pomoci charakteristické
funkce muzeme spocist momenty ndhodné veliciny.

Véta 8.15 (viz [L], str. 87 a 90). 1. Pokud pro néjaké prirozené cislo p
ndhodnd velicina X ndleZi Ly, pak jeji charakteristickd funkce md de-
rivace radu 1,...,p a plati

A

PP0) = EX  k=1,... p.

2. Pokud charakteristickd funkce Py ndhodné veliciny X ma na néjakém
okoli nuly derivace 7adu 1,...,2p — 1 a md derivaci radu 2p v nule,
potom X € Loy,

Spojenim dvou bodt posledni véty dostavame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.16. Pokud charakteristickd funkce je diferencovatelnd na néja-
kém okoli a mad v nule druhou derivaci, potom je dva-krdat diferencovatelna
na R.

Piiklad 8.6 (viz [L], str.87 a 90). Budte Uy, Vi, ...,U,,V, nezavislé n4-
hodné veliciny takové, ze U; maji standardni normalni rozdéleni a V; - alter-
nativni (P (V; =0) =P (V; =1) = 1/2). Polozme

7 = zn: U;-Vi.
=1

Najdéte:

1. charakteristickou funkci Z,
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2. EZ,EZ3.
Reseni. 1. Veliciny Uy, V4, ..., U,,V, jsou nezavislé, tedy i souciny
UVi,..., U, V,

jsou nezavislé a plati

=1
Vsechny veliciny Uy, ..., U, jsou stejné rozdélené, stejné tak i veliciny
Vi, ..., Vy, tedy i souciny
UyVi,..., U, V,

jsou stejné rozdélené, tudiz maji stejné charakteristické funkce. Potom

~

Py(t) = (PUI.Vl (t))n, teR.

Zbyva tedy pouze spocist ISUl-Vl-
Py, (t) = Be""" = EE (""" | 17).

Spocteme obecné E(e®™™Y | Y) pro nezavislé ndhodné veliciny X, Y.
E(e"™Y | Y=1y) "= Ee™¥ = Px(ty),

tedy R
E(e"*Y | Y) = Px(tY).

Vratme se k ptivodn{ tloze.
. . 1
PU1-V1 (t) = EPUl (t‘/l) - Ee_i(tV1)2 - 56_2 +

Potom
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2. Z ma realnou charakteristickou funkci, tedy Py =P_5 a

EZ =EZ° = 0.

Piiklad 8.7. Redlng nahodna velicina X ma charakteristickou funkci

- 1+t

Spoctéte spicatost X.

Reseni. Predpis definujici Py je pouze jinym zpusobem zapsand charakte-
ristické funkce exponencialniho rozdéleni s parametrem 1, o kterém je znamo,
ze ma Spicatost 9. Zkuste dojit k tomuto vysledku derivovanim funkce Py
(pred derivovanim se vyplati charakteristickou funkci ¢dstecné pokratit).

A

Priklad 8.8. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je a ktera neni cha-
rakteristickou funkci néjaké realné nahodné veliciny

1. cost, 2. sint, 3. ¢, 4. e 5 ¢t

Reseni. 1. VysSetfovanou funkci prepiSeme pomoci komplexni exponen-
cialy.

1
cost = 5(6“ +e™)=P(X =1e"+P(X =—1)e") = Px(t),

kde X ma symetrické alternativni rozdéleni, to jest

2. sin0 = 0 # 1, tedy tato funkce nemuze byt charakteristickou funkeci
zadné nahodné veli¢iny.

3. |e!| = |e|] > 1, tedy tato funkce nemuze byt charakteristickou funkef
zéddné nahodné veliciny.

4. e "l je charakteristickou funkei Cauchyho rozdélen.
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lol»—t

—a(tv2)? 01(t V2) = PN02)()
A

Definice 8.17. Rekneme, ze ndhodnd velicina X mé Fesetovité rozdélent
s pocatkem a a krokem d,d > 0 pokud

P(Xel{at+dz,z€eZ})=1.

Véta 8.18 (piepsano z [L], str.96). Necht redlnd ndhodnd velicina X md
resetovité rozdéleni s krokem d a pocdtkem a, potom |Px(t)| je periodickd

2
s periodou % a Px (F)=¢"d.
Véta 8.19 (prepsano z [L], str.97). Necht X je redlnd ndhodnd velicina.
Kdyz |Px(t)| = 1 pro néjaké t > 0, potom ndhodnd velicina X md resetovité
rozdeleni s krokem 27” a a € R spliugici Px(t) = e je jeho pocdtek.

Dusledkem poslednich dvou vét je nasledujici tvrzeni,

Tvrzeni 8.20. Pokud pro charakteristickou funkci Px plati |Px(t)| = 1 pro
néjaké t > 0, potom |Px| je periodickd s periodou t.

Necht X;, j € N jsou redlné ndhodné veliciny s charakteristickymi
funkcemi Px, a N je s X; nezdvisld ndhodna velicina s hodnotami v N,
pficemz P (N = j) = p; pro vSechna j € N. Definujme ndhodnou veli¢inu S

predpisem
+00
S — Z Xz . ]IN:n
j=1
a spoCteme jeji charakteristickou funkci.

Ps(t) :Eez(ts ZE 1(t,X5) Ty n nez. ZE :n)

+o0 )
- Z Px,(t) - p;
j=1

Povsimneme si jeste, ze » 1py 1.

Pokud jsou naopak dany charakteristické funkce P ,J € N a nezédporna
cisla p; takova, ze Z . p; = 1, potom existuji realne nahodné veli¢iny
X, 7 €N, pro které P] jsou jejimi charakteristickymi funkcemi a nezavisla
s X; ndhodnd veli¢ina N takovd, ze P (N = j) = p; pro vSechna j € N.

7 téchto tvah plyne nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 8.21. Necht If’j,j € N jsou charakteristické funkce, p; jsou nezd-
pornd cisla takovd, Ze Z;;O(f pj = 1, potom

“+oo
P(t)=> pi-Bi(t), teR,
i=1

je charakteristickou funkce néjaké nahodné veliciny. Heslovité: spocetnd kon-
vexni linedrni kombinace charakteristickych nahodngch velicin je také cha-
rakteristickou funkct.

Piiklad 8.9. Rozhodnéte, pro ktera o € R je funkce
o(t) =1 — asin’t
charakteristickou funkci néjaké realné nahodné veliciny a pro ktera neni.

Reseni. Funkce sin? nabyva viech hodnot z intervalu [0, 1], tedy ¢ nepie-
sahuje v zadném bodé v absolutni hodnoté 1 pravé tehdy, kdyz o € [0, 2].
Upravime vzorec definujici .

1—C082t_2—01
2 2

. 9 «
et)=1—asin®t=1-—« +§COS275.

Konstantni jedna je charakteristickou funkci veli¢iny, ktera skoro jisté
nabyva nuly.

Funkce cos 2t je charakteristickou funkci dvojnasobku veli¢iny se symet-
rickym alternativnim rozdélenim.

Cisla Q_TO‘ a § pro a € [0, 2] jsou nezaporna, jejich soucet je jedna.

Funkce ¢ pro o € [0,2] ¢ je potom konvexni kombinaci charakteris-
tickych funkci, tudiz je také charakteristickou funkci. Pro jind a neni cha-
rakteristickou funkei, nebot neni v absolutni hodnoté omezena jednou.

A

Necht N je ndhodné veli¢ina s hodnotami v Ny a ¥(s) = Ee? je jeji
vytvorujici funkce. Necht ddle X, j € N je posloupnost nezavislych stejné
rozdélenych ndhodnych veli¢in, ktera je nezavisla s nahodnou veli¢inou N,
Definujme nahodnou velicinu



a vypocteme jeji charakteristickou funkci.
Ps(t) = Ee* = EE(e*® | N).
Necht n € Ny, potom
E<€ztS ‘ N = ?”L) _ Eezt Z;.””:l X; nez. HEetii _ Px(t)n,
j=1

kde Py je charakteristické funkce veli¢iny X;. Potom E(e"S | N) = Px (t)¥
a
Ps(t) = EPx(t)" = ¢(Px(t)).

Vysledkem této ivahy je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.22. Nechf P je charakteristickou funkci néjaké redlné ndhodné
veliciny a  je vytvorugict funkce néjaké nahodné veliciny s hodnotami v No,
potom Y(P) je charakteristickou funkci néjaké nahodné veliciny.

Spoleénym dusledkem vét 8.4 a 8.9 (viz feseni piikladu 8.2) je nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 8.23. Ngcht’AX,Y jsou mezdvislé ndhodné veliciny s charakteris-
tickymi funkcemi Px, Py, potom jejich soucet ma charakteristickou funkci

Px.y(t) = Px(t)- Py(t), t € R.

Pozndmka 8.24. Z posledniho turzeni plyne, Ze soucin dvou charakteristic-
kiych funkci je také charakteristickou funkci.

Uvedeme jesté jedno kritérium, které pro urc¢ity typ funkci pomuze nam
ukazat, ze jsou charakteristickymi funkcemi néjakych nahodnych veli¢in.
Jeho dikaz je pomérné rozsahly, proto ho ponechdame na konec této kapitoly.

Véta 8.25. Pokud funkce f na R splnuje ndsledujici podminky:
1. f(0) =1,
2. [ je redlnd funkce,
3. f je mezdporna funkce

4. f je sudd funkce,
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5. f je spojitd na R,
6. pro vsechna x € R plati f(z) <1,
7. f je konvexni na RT,
potom [ je charakteristickou funkci néjaké nahodné veliciny.

Piiklad 8.10. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je a ktera neni cha-
rakteristickou funkci néjaké realné nahodné veliciny

1
2. max (0,1 — |t]),
t2

1. ,
2 — exp (1tV/2)

1 2
3. max (0,1 —+/|t]), 4 gcost~e_|t‘+§e_4.

Reseni. 1. Velicina s geometrickym rozdélenim s parametrem 1 /2 ma
vytvorujici funkei

o 1)2

C1-s/2

(s)

veli¢ina skoro jisté nabyvajici hodnoty /2 mé charakteristickou funkci

potom

)= 2 — exp (11V/2)

a vySetrovana funkce je charakteristickou funkei.

2. Tato funkce splnuje vSsechny podminky véty 8.25, tedy je charakteris-
tickou funkei.

3. Tato funkce spliuje vSechny podminky véty 8.25, tedy je charakteris-
tickou funkci.

4. Nechf X mé symetrické alternativni rozdéleni, Y ma Cauchyho rozdé-
leni, Z m& normélni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem
jedna polovina a necht X,Y jsou nezdvislé.
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Potom

cos(t) = Px(t),
e*‘” = py(t),

cost - e = Py v (1),
t2

e 4 = Py(t),

tedy vysetfovana funkce je konvexni kombinaci charakteristickych fun-
kei, tudiz je také charakteristickou funkei.

A

Piiklad 8.11. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich funkci je a ktera neni cha-
rakteristickou funkci néjaké realné nahodné velic¢iny

1. cos(t?), 2. max (cos(t), cos(2t)),
1
3. max (0,1 —t%), 4. max(e_$2,§).

Reseni. 1. Oznaéme f(t) = cos(t?), potom f(y/7) = 1, ale /7 nenf
periodou |f], tedy f podle tvrzeni 8.20 neni charakteristickou funkei
zadné nahodné veliciny.

2. Oznacme f(t) = max (cos(t),cos(2t)), potom f(m) = 1, ale m neni
periodou | f|, nebot naptiklad

1 /4) =0 2 L2 = | (=)

Tedy f podle tvrzeni 8.20 neni charakteristickou funkci zadné ndhodné
velic¢iny.

3. Tato funkce je nekonecné diferencovatelnd na okoli nuly, ale neni di-
ferencovatelna na R, tedy podle tvrzeni 8.16 neni charakteristickou
funkci zadné nahodné veliciny.

4. Tato funkce je nekonecné diferencovatelna na okoli nuly, ale neni di-
ferencovatelna na R, tedy podle tvrzeni 8.16 neni charakteristickou
funkei zddné nahodné veliciny.

109



Ted provedeme dikaz véty 8.25. K tomu budeme potfebovat nésledujici
pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 8.26 (viz [L], str.91). Necht pro vsechna n € N funkce f, jsou
charakteristickymi funkcemi néjakych ndahodnyjch velicin. Pokud posloupnost
{fa} konverguje bodové k funkci f, kterd je spojita v nule, potom f je také
charakteristickou funkci néjaké nahodné veliciny.

Pozndmka 8.27. Véta 8.25 obsahuje spoustu velice jednoduchych podminek,
proto pro strucnost funkcim, které splnuji podminky 1 aZ 7 z véty 8.25, bu-
deme v ramci ndsledujictho dukazu rikat slusné.

Diikaz (véty 8.25). Necht f je slugnd funkce. UkdZeme nejprve, Ze je neros-
touci na RY.

Necht tomu tak neni, to jest existuji kladnd ¢isla z; < x5 takova, Ze
f(z1) < f(x2). Uvazujme pifmku h(z) protinajici oba body (zi, f(z1)) a
(x2, f(22)), to jest piimku

f(xa) — f(x1)

To — X7

h(x) = f(x1) + (= a1).

7 konvexnosti funkce f plyne nerovnost
f(z) > h(zx), pro vsechna z > .

Podil (f(x2) — f(z1))/(x2 — x1) je kladny, tedy

lim h(z) = +o0

Tr— 400

a existuje ¢islo x3 takové, ze x3 > x9 a h(z3) > 1, pak ale
f(il)g) > h(l’g) > 1,

coz je v sporu s tim, ze f v zadném bodé nepresahuje jednicku. Tim je
dokézéno, ze f je nerostouci na RT.

Dale krok po kroku zredukujeme dokazované tvrzeni na dukaz toho,
ze funkce max (0,1 — |¢|) je charakteristickou funkei néjaké redlné nahodné
veliciny. Potom dokazeme i toto tvrzeni a tim bude dukaz véty dokoncen.

1. Necht f je slusné funkce. V nule nabyvé hodnoty 1, je nerostouci na
mnoziné R* a je omezend zdola nulou, existuje tedy limita

lim f(z)=a€]l0,1].

T——400
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Pokud a = 1, potom f nabyvéa hodnoty 1 vSude na R, tudiz je charak-
teristickou funkei veli¢iny, kterd se skoro jisté rovnd nule. Necht a # 1,
potom

flz)=a-1+(1—a)- f(x),

kde fa)

~ r)—a

xr) = "—"—.

flay =122
Funkce f je tedy konvexni linedrni kombinaci konstantni jednicky,
kterda je charakteristickou funkci, a funkce f. Funkce f je slusna a ma
v plus a minus nekone¢nu limitu nula. Dokazeme-li, ze takové funkce
jsou charakteristickymi funkcemi, pak tim dokazeme, ze f je charak-
teristickd funkce, a spolu s tim i tvrzeni véty.

. Necht f je slusnd funkce s limitou nula v plus a minus nekoneénu.
Definujme pro n € N funkci f,, nasledovneé:

) f(z), pokud |z| <n
ful@) = {f(n), jinak.

Funkce f je ziejmé spojitou v nule a je bodovou limitou posloupnosti
{fn} Prokazdé n € N funkce f, je slusnd a mimo néjaky urcity interval
je konstantni. Dokazeme-li, ze takové funkce jsou charakteristickymi
funkcemi, pak tim dokazeme, ze f je charakteristicka funkce, a spolu
s tim i tvrzeni véty.

. Necht funkce f je slusnd a mimo né&jaky urcity interval je konstantni.
Stejné jako v bodeé 1 se da ukézat, ze f je konvexni linearni kombinaci
konstantni jednicky, kterd je charakteristickou funkci, a funkce, ktera je
slusnd a mimo néjaky urcity interval je nulova. Dokazeme-li, ze takové
funkce jsou charakteristickymi funkcemi, pak tim dokazeme, ze f je
charakteristicka funkce, a spolu s tim i tvrzeni véty.

. Necht funkce f je slusnd a mimo né&jaky uréity interval je nulova, to
jest existuje t > 0 takové, ze f(x) = 0 kdykoli x > t. Funkci f budeme
aproximovat lomenymi ¢arami.

Necht n € N. Pro k = 1,...,2" ozna¢me hy, piimku, kterd protind graf
funkce f v bodech

(s (s-8)) » ()
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to jest

hk(x)=f<(k—1)2in) . (|x|—(l€—1);—n) fkse) = J((k = 157)

t
Qn

Necht funkce f,, je ddna predpisem
271
Fal@) =Y b)) - Ty g oy (2])-
k=1

Funkce f,,,n € N, jsou aproximacemi funkce f lomenymi ¢arami s po-
lomérem déleni konvergujicim k nule s n rostoucim do nekonecna.
Funkce f je spojitd, tedy je spojita v nule, a je bodovou limitou po-
sloupnosti f,,. Kazda z funkci f,, je slusnda, nulova pro x takova, ze
|z| > t pro néjaké kladné ¢ a po ¢astech linedrni na intervalu [0, ¢].
Dokazeme-li, ze takové funkce jsou charakteristickymi funkcemi, pak
tim dokézeme, ze f je charakteristicka funkce, a spolu s tim i tvrzeni
veéty.

. Necht funkce f je slugnd, nulova pro x takovd, ze |z| > t, pro néjaké
kladné ¢t a po ¢astech linedrni na intervalu [0, ¢]. Muzeme ji pak zapsat

ve tvaru
n

flx) =Y (el + Bi) - Loy ()

k=1
prongjaké n e NO =ty <t; < ...<t, =t ay,...,an,B1,...,0, €
R. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze

t =inf{z >0, f(z)=0}.

Funkce f je potom kladnd na [0,t) a ze spojitosti f plyne, ze f(t) =
f(t,) =0.
Polozme a,,11 = 3,41 = 0, potom

n

D (= 1) = (g = rs1) + (a1 — Qgga) + - (A — Ang)

m=k

= (g — Qpy1) = Q.
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Analogicky

n

Be=> (Bm— Bms1)-

m=k

Oznac¢ime-li oy, — amy1 = &, B — Bms1 = B, potom

n

F@) = Tp () - Y (lel + 8,)

m=k

= Z(@Mx’ + B - Zﬂ[tk_l,tk)(|$’)
m=1 k=1

= (a2l + B,) T (J2]).

m=1
Pro m = 1,...,n plati (plyne to ze spojitosti f, pro m = n - navic
z toho, ze f(t,) = f(t) =0)
(7 tm + ﬁm = f(tm) = Oyt - tm + ﬁm+1' (81)

Z této rovnosti plyne, ze pokud pro m = 1,...,n plati 3,, = Bnr1,
potom i o, = 1. Prom =1,...,n—1 by to znamenalo, ze na dvou
sousednich tusecich funkce f je aproximovana stejnou linearni funkei.
V takovém ptipadé bychom mohli tyto dva useky spojit.

Funkce f je kladnd na [0,t), proto na [t,_1,t,) nemuze byt nulovou.
V bodeé t, = t je f nulovd, tedy ze spojitosti plyne, ze na [t,_1,t,)
nemuze se rovnat ani jiné konstanté. Tedy a,, # 0 = 01 a 3, #0 =
571-1—1'

Bez tjmy na obecnosti muzeme tedy predpoklddat, ze pro vSechna
m = 1,...,n plati oy, # Qmy1 & B # Bmyr. Potom G, # 0 ani
a #0prozadné m=1,... n.

7 toho, ze f je nerostouci plyne, Zze «,, jsou nekladna pro vSechna
m = 1,...,n. Z konvexnosti f navic plyne, ze a1 < ag,..., < .
S ohledem na to, ze jsou nenulova, o/, jsou potom zaporna pro vSechna
m=1,...,n.

Z rovnosti (8.1) a z nenulovosti o ,....a’ plyne prom = 1,....n
1> ) ' ) )
rovnost
/
o= ﬁm _ ﬁm+1 _ 6m
m— T T,
U1 — Qi al,
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ze které na oplatku plyne, ze podily (3, /al jsou vsechny zaporné.
S ohledem na zapornost vSech «/ , znamena to, ze [/ jsou vSechna

kladna.
Oznaéme prom=1,...,n
O/
fm = (1 + ﬁ—,m|l’|> Tpo,—g1, /a0, (7]),
potom

f@)=> B fm(x).

Pro viechna m = 1,...,n plati f,,(0) = 1, tedy
0 =3 6,=1
m=1

a f je konvexn{ linedrni kombinaci funkef f,,,m = 1,...,n, nebot 3,
jsou vsechna kladna.

Kazdé z funkci f,, je takzvana trojuhelnikovita, to jest ma tvar
fm(z) = max(0,1 — |rz|)

pro néjaké r > 0. Dokazeme-li, Ze trojihelnikovité funkce jsou cha-
rakteristickymi funkcemi, pak tim dokazeme, ze f je charakteristicka
funkce, a spolu s tim i tvrzeni véty.

6. Necht pro funkci f plati
f(z) = max(0,1 — |rz|)

pro néjaké r > 0. Pokud funkce max(0,1 — |z|) je charakteristickou
funkci ndhodné veliciny X, potom f je charakteristickou funkci velic¢iny
r- X. Dokézeme-li, ze funkce max(0, 1 — |z|) je charakteristicka funkce,
pak tim dokazeme, ze f je charakteristickd funkce, a spolu s tim i
tvrzeni véty.

Zbyva ted dokazat, ze funkce f(x) = max(0,1 — |z|) je charakteristickd
funkce. Necht ndhodnd veli¢ina X mé4 hustotu f (aritmeticky prumér dvou
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nezdvislych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (—1,1) ma tuto
hustotu). Spocteme charakteristickou funkei X. Pro ¢ rizné od nuly

1 0 1
PX(t):/ (1—\36!)'6”'36(133:/ (1+:1:)-e”'xd:1:—|-/0 (1—x)-e" dx

1 -1

1[(1+ ) zt:p]O 1/0 'Lt-xd
= — xr)-e _ - — (& Xz
it =ty )
+ 1{(1 ) 'Ltm]l T 1 /1 zt:rd
— —XI)-e — — (& T
it =0 "t J,
1 1 tz10 1 1 tr]l 1 —it t
= — _ _[ex]0 - itx _ = 7 1 — ¢ 1
ot (zt)Q[ ]zf—l it (Zt)2[ ]xfo tg(e + e+ )
2 —2cost
= t2 y
Px(t) =1

Funkce Px je spojitda na R, nezdporna, u nekonecna je ze shora omezena

integrovatelnou shora funkeci ;iz, tudiz Px je integrovatelnd. Oznacme

+oo
C = / Py(t) dt,

e}

potom Py /C' je hustotou néjaké ndhodné veliciny Y, kterd z tvrzeni 8.14 ma
charakteristickou funkci

~ 2m
Py(t) = 2 1(0)
Z rovnosti Py (0) = 1 plati potom C' = 27 a f je charakteristickou funkei
veli¢iny Y.
Tim je véta dokazana.
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