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BAKALÁŘSKÁ PRÁCE

Evgeny Kalenkovich
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Abstract: The present work is devoted to the methods of solving exercises on
probability theory. Main topics are conditioning and characteristic functi-
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two - are also covered thoroughly. Solutions are given in enough amount of
detail to make this collection suitable for both students attending tutorial
following the above-mentioned lecture and those preparing for the written
part of the examination on their own. Problems and their solutions are ex-
tended with the corresponding definitions and propositions, which makes it
possible to use this script with no need for any additional material.
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Kapitola 1

Úvod

Tato práce je sb́ırkou řešených př́ıklad̊u z teorie pravděpodobnosti doplněná
o př́ıslušné definice a potřebná tvrzeńı. Zdrojem většiny tvrzeńı jsou poz-
námky autora z přednášky Teorie pravděpodobnosti I uvedené z d̊uvodu
stručnosti bez d̊ukazu. Některým tvrzeńım předcháźı úvaha, ze které ta tvr-
zeńı plynou. Jsou to předevš́ım pomocná tvrzeńı vhodná pro řešeńı př́ıklad̊u,
která ale nejsou uvedené ve skriptech, jsou to také věty, jejichž d̊ukaz je
názorným cvičeńım na př́ıslušnou teorii.

V kapitolách 3 a 4 se prob́ıraj́ı př́ıklady, které jsou obvykle součást́ı
základńıch kurz̊u teorie pravděpodobnosti a statistiky. V kapitole 3 si čtenář
připomene pojmy nezávislosti náhodných veličin, marginálńıch a sdružených
charakteristik náhodných veličin. V kapitole 4 se zabýváme takzvaným ele-
mentárńım podmiňováńım, to jest podmiňováńım náhodnými jevy.

Kapitola 5 je velmi stručná, jednoduchá a ryze technická. Jej́ı význam
se projev́ı až v kapitole 8.

V kapitole 6 jsou př́ıklady zaměřené na větu o transformaci, která se
obvykle podrobně prob́ırá na přednáškách ze statistiky. Jsou to pracné a
namáhavé př́ıklady, ale bez jejich zvládnut́ı se dá velice těžko řešit př́ıklady
z následuj́ıćı kapitoly.

Kapitola 7 je prvńı kapitola, která neńı opakováńım. V ńı se čtenář nauč́ı
podmiňovat σ-algebrami a náhodnými veličinami. Př́ıslušné pojmy jsou dány
do souvislosti s pojmy zavedenými v kapitole o elementárńım podmiňováńı.

Posledńı kapitola je věnovaná charakteristickým funkćım - nové úplné
charakteristice náhodné veličiny. Jsou tam př́ıklady pouze dvou druh̊u: spo-
č́ıst charakteristickou funkci dané náhodné veličiny a zkontrolovat, zda dána
funkce neńı charakteristickou funkćı nějaké náhodné veličiny. Pro řešeńı
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př́ıklad̊u druhého druhu je uvedeno velké množstv́ı poměrně jednoduchých
kritéríı. Mimo jiné je v této kapitole uveden d̊ukaz věty 8.25, jej́ıž zněńı lze
nalézt jako cvičeńı v [K], str.77.

Posledńı dvě kapitoly jsou vlastně ćılem celé práce, k jehož dosažeńı
je nutné proj́ıt prvńımi pěti kapitolami. Nejpodstatněǰśım zdrojem čerpáńı
pro ně je [L]. Čtenáře zvyklého na skripta [L] je vhodné už ted’ upozor-
nit na odlǐsnou konvenci v použ́ıvańı rovnosti mezi náhodnou veličinou a
podmı́něnou středńı hodnotou, viz poznámka 7.2.
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Kapitola 2

Základńı pojmy a definice

Tato kapitola obsahuje některé základńı pojmy a tvrzeńı, jejichž znalost
je nezbytná pro pochopeńı zadańı př́ıklad̊u. V př́ıpadě, že rozumı́te všem
pojmům vyskytuj́ıćım v př́ıkladech, můžete ji přeskočit.

Začneme základńım pojmem teorie pravděpodobnosti - pravděpodob-
nostńım prostorem.

Definice 2.1. Trojice (Ω,A, P), kde Ω 6= ∅, A je σ-algebra na Ω a P je
pravděpodobnostńı mı́ra1na A, se nazývá pravděpodobnostńı prostor.

1. Pokud Ω je nejvýše spočetná, A = 2Ω a pro všechna A ∈ A

P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}),

pak (Ω,A, P) je diskrétńı pravděpodobnostńı prostor.

2. Necht’ Ω ∈ Bk je nespočetná, A = Ω∩Bk = {B ∈ Bk, B ⊂ Ω}. Necht’

dále f : Ω 7→ R je lebesgueovsky měřitelná nezáporná funkce taková,
že
∫

Ω
f(ω) dω = 1, pak f je hustota pravděpodobnosti. Pokud pro

všechna A ∈ A
P (A) =

∫

A

f(ω) dω,

pak (Ω,A, P) je spojitý pravděpodobnostńı prostor.

Daľśımi pojmy, se kterými se budeme setkávat téměř v každém př́ıkladě
jsou pojmy náhodné veličiny a rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny.

1To jest mı́ra na A taková, že P (Ω) = 1.
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Definice 2.2. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, (S,S) je mě-
řitelný prostor a funkce X : Ω 7→ S je měřitelná, pak řekneme, že X je
náhodná veličina s hodnotami v (S,S).

Definice 2.3. Necht’ X : (Ω,A) 7→ (S,S) je náhodná veličina. Rozděleńım
pravděpodobnosti náhodné veličiny X je pravděpodobnostńı mı́ra PX na
S taková, že pro všechna B ∈ S plat́ı

PX(B) = P (X ∈ B) .

1. Je-li (S,S, PX) je diskrétńı pravděpodobnostńı prostor, pak ř́ıkáme, že
X je diskrétńı náhodná veličina.

2. Analogicky, je-li (S,S, PX) je spojitý pravděpodobnostńı prostor, pak
ř́ıkáme, že X je spojitá náhodná veličina.

Poznámka 2.4. Náhodné veličiny nelze rozdělit do těchto dvou kategoríı,
existuj́ı i takzvané singulárńı a smı́̌sené náhodné veličiny. Ty ale prob́ırat
nebudeme a omeźıme se pouze na spojité a diskrétńı náhodné veličiny.

Definice 2.5. Náhodná veličina (Xj, j = 1, . . . , k) s hodnotami v prostoru
(

k∏
j=1

Sj,

k⊗
j=1

Sj,
)
, respektive v (Rk,Bk),

se nazývá náhodný vektor, respektive reálný náhodný vektor. V př́ı-
padě reálného náhodného vektoru a k = 1 se tato veličina nazývá reálná
náhodná veličina.

Definice 2.6. Necht’ (Sn,Sn) pro n ∈ N jsou měřitelné prostory. Pak sou-
činovou σ-algebrou

+∞⊗
n=1

Sn

na prostoru
∏+∞

n=1 Sn nazveme σ-obal2 množiny všech konečně-rozměr-
ných válc̊u na něm, to jest množin typu

+∞∏
n=1

An,

kde An ∈ Sn a An 6= Sn jen pro konečně mnoho n.

2σ-obal systému množin - nejmenš́ı σ-algebra obsahuj́ıćı tento systém.
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Definice 2.7. Necht’ (Sn,Sn, µn) pro n ∈ N jsou pravděpodobnostńı pro-
story. Pak součinovou pravděpodobnostńı mı́rou

µ =
+∞⊗
n=1

µn

nazveme mı́ru µ na
⊗+∞

n=1 Sn takovou, že

µ(A) =
∏
n∈N

µn (An),

pro libovolný měřitelný válec A =
∏+∞

n=1An na
∏+∞

n=1 Sn, kde N ⊂ N je
konečná a An = Sn pro všechna n ∈ N\N.
Definice 2.8. Náhodná veličina (Xn, n ∈ N) s hodnotami v prostoru

(∏

n∈N
Sn,
⊗

n∈N
Sn,
)
, respektive v (R∞, (B(R))∞),

se nazývá náhodná posloupnost, respektive reálná náhodná posloup-
nost.

Definujeme nezávislost nejprve pro náhodné jevy.

Definice 2.9. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor a pro k od 1
do n ∈ N necht’ Ak jsou náhodné jevy na tomto prostoru, potom řekneme,
že jsou nezávislé, pokud pro každou konečnou množinu I ⊂ {1, 2, . . . , n}
plat́ı

P

(⋂
i∈I
Ai

)
=
∏
i∈I

P (Ai) .

Tuto definici rozš́ı̌ŕıme jednak t́ım, že se nebudeme omezovat pouze na
jevy, ale budeme pracovat se systémy jev̊u, jinak t́ım, že počet systému jev̊u
nebudeme nijak omezovat, tedy jich může být př́ıpadně i nespočetně mnoho.

Definice 2.10. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, I necht’ je
neprázdná množina, pro všechna i ∈ I necht’ Ci ⊂ A je neprázdný systém
náhodných jev̊u. Řekneme, že systémy Ci, i ∈ I jsou nezávislé, pokud pro
každou konečnou množinu J ⊂ I a pro každé Ai ∈ Ci, i ∈ J plat́ı

P

(⋂
i∈J

Ai

)
=
∏
i∈J

P (Ai) .
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Ted’ definujeme nezávislost pro náhodné veličiny. Nejprve pro konečný
jejich počet, pak pro libovolný.

Definice 2.11. Necht’ Xk : (Ω,A, P) 7→ (Sk,Sk) pro k = 1, 2, . . . , n jsou
náhodné veličiny. Řekneme, že jsou nezávislé, pokud pro libovolné Bi ∈
Si, i ∈ I plat́ı

P

(
n⋂

k=1

[Xk ∈ Bk]

)
=

n∏

k=1

P (Xk ∈ Bk) .

Definice 2.12. Necht’ I je neprázdná množina, pro všechna i ∈ I necht’

Xi : (Ω,A, P) 7→ (Si,Si) jsou náhodné veličiny. Řekneme, že jsou nezávislé,
pokud pro každou konečnou množinu J ⊂ I a libovolné Bi ∈ Si, i ∈ J plat́ı

P

(⋂
i∈J

[Xi ∈ Bi]

)
=
∏
i∈J

P (Xi ∈ Bi) .

Definice 2.13. Necht’ X : (Ω,A, P) 7→ (S,S) je náhodná veličina, potom
σ-algebru

σ(X) = {[X ∈ B], B ∈ S}
nazveme σ-algebrou generovanou náhodnou veličinou X.

Poznámka 2.14. Náhodné veličiny jsou nezávislé právě tehdy, když jsou ne-
závislé jimi generované σ-algebry.

Poznámka 2.15. Vektory, až na kapitolu o charakteristických funkćıch, po-
važujeme za řádkové.

Následuj́ıćı dvě tvrzeńı nám pomohou ověřit nezávislost v konkrétńıch
př́ıkladech.

Věta 2.16. Necht’ (X1, . . . , Xk) je reálný náhodný vektor s diskrétńım rozdě-
leńım s hodnotami v nejvýše spočetné množině S =

∏k
i=1 Si ∈ Bk. Označme

pro (x1, . . . , xk) ∈ S P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) = p(x1, . . . , xk). Potom

1. pro všechna i = 1, . . . , k Xi je diskrétńı náhodná veličina s rozděleńım

pi(xi) = P (Xi = xi) =
∑

xj∈Sj ,i 6=j
p(x1, . . . , xk),
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2. veličiny X1, . . . , Xk jsou nezávislé právě tehdy, když pro všechny vek-
tory (x1, . . . , xk) ∈ S plat́ı

p(x1, . . . , xk) =
k∏
i=1

pi(xi).

Věta 2.17. Necht’ X = (X1, . . . , Xk) je reálný náhodný vektor se spojitým
rozděleńım s hustotou pravděpodobnosti f(x1, . . . , xk). Necht’ dále Xi maj́ı
hodnoty v Bi ∈ B. Potom

1. pro všechna i = 1, . . . , k Xi má spojité rozděleńı s hustotou

fi(xi) =

∫

S1

. . .

∫∫

Si−1Si+1

. . .

∫

Sk

f(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxi−1, dxi+1 . . . dxk,

2. veličiny Xi, i = 1, . . . , k jsou nezávislé právě tehdy, když rovnost

f(x1, . . . , xk) =
k∏
i=1

fi(xi)

plat́ı pro skoro všechna x ∈ Rk.
Zavedeme ještě několik charakteristik náhodných veličin.

Definice 2.18. Necht’ R̄ = R∪{−∞,+∞}, B̄ je př́ıslušné rozš́ı̌reńı B. Necht’

dále X : (Ω,A) 7→ (R̄, B̄) je zobecněná reálná náhodná veličina. Existuje-li

EX =

∫

Ω

X(ω) dω ∈ R̄,

pak se EX nazývá středńı hodnotou náhodné veličiny X. V opačném
př́ıpadě řekneme, že X nemá středńı hodnotu.

Poznámka 2.19. Spoč́ıtat středńı hodnotu př́ımo z definice věťsinou se nedá,
proto v konkrétńıch př́ıpadech použ́ıváme následuj́ıćı tvrzeńı plynoućı ze sub-
stitučńıch vět.
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Tvrzeńı 2.20. Necht’ X je zobecněná reálná náhodná veličina s hodnotami
v (R̄, B̄), h je měřitelná funkce z (R̄, B̄) do (R̄, B̄), potom h(X) je zobecněná
reálná náhodná veličina a plat́ı

Eh(X) =

∫

Ω

h(X(ω)) dω =

∫ +∞

−∞
h(x) d PX(x),

pokud aspoň jeden z výraz̊u má smysl.
Speciálně:

1. pro spojitou náhodnou veličinu X plat́ı

Eh(X) =

∫ +∞

−∞
h(x) · fX(x) dx,

kde fX je hustota pravděpodobnosti veličiny X,

2. pro diskrétńı náhodnou veličinu X plat́ı

Eh(X) =
∞∑
i=1

h(xi) · pi,

kde X nabývá hodnot z množiny {xi, i ∈ N} a hodnoty xi nabývá
s pravděpodobnost́ı pi.

V ještě speciálněǰśım př́ıpadě, když h je identické zobrazeńı, dostáváme
následuj́ıćı vzorce:

1. pro spojitou náhodnou veličinu X plat́ı

EX =

∫ +∞

−∞
x · fX(x) dx,

2. pro diskrétńı náhodnou veličinu X plat́ı

EX =
∞∑
i=1

xi · pi.

Tvrzeńı 2.21. 1. Necht’ X, Y jsou reálné náhodné veličiny, a, b, c jsou
reálná č́ısla. Potom

E(a+ b ·X + c · Y ) = a+ b · EX + c · EY.
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2. Pokud B je náhodný jev, potom

EIB = P (B) .

Definice 2.22. Distribučńı funkćı reálné náhodné veličiny X nazveme
funkci

FX(x) = P (X≤x) .

Poznámka 2.23. Připomeňme si, že hustota reálné náhodné veličiny je skoro
všude derivaćı distribučńı funkce.

Poznámka 2.24. Pro nezápornou spojitou náhodnou veličinu X středńı hod-
notu m̊užeme spoč́ıst pomoćı distribučńı funkce následovně:

EX =

+∞∫

0

1− FX(x) dx.

Definice 2.25. Rozptylem reálné náhodné veličiny X nazveme č́ıslo

var X = E(X − EX)2,

pokud výraz na pravé straně rovnosti má smysl.

I středńı hodnota, i rozptyl náhodné veličiny jsou jej́ımi takzvanými mo-
menty.

Definice 2.26. Pro reálnou náhodnou veličinu X nazveme jej́ım k-tým
obecným momentem č́ıslo

EXk,

pokud má smysl, k-tým centrálńım momentem - č́ıslo

E(X − EX)k,

pokud má smysl.

Definice 2.27. Šikmost́ı reálné náhodné veličiny X nazveme č́ıslo

γ3 = E(X − EX)3/(
√
varX)3,

pokud výraz na pravé straně rovnosti má význam.
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Definice 2.28. Špičatost́ı reálné náhodné veličiny X nazveme č́ıslo

γ4 = E(X − EX)4/(varX)2,

pokud výraz na pravé straně rovnosti má význam.

Definice 2.29. Kovarianćı reálných náhodných veličin X,Y nazveme č́ıslo

cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ),

pokud výraz na pravé straně rovnosti má význam.

Pro rozptyl a kovarianci náhodných veličin plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.30. Necht’ X, Y jsou reálné náhodné veličiny, a, b, c, d jsou reálná
č́ısla, potom

1. var X = EX2 − (EX)2, pokud aspoň jedna strana má smysl,

2. cov(X,Y ) = EX · Y − EX · EY, pokud veličiny X, Y a X · Y maj́ı
konečnou středńı hodnotu,

3. cov(X,X) = var X, pokud aspoň jedna strana má smysl,

Poznámka 2.31. Veličinám, jejichž kovariance je nulová, se ř́ıká nekorelo-
vané. Pokud X,Y jsou nezávislé a existuje jejich kovariance, pak jsou ne-
korelované. Opak však neplat́ı, to jest nekorelované náhodné veličiny obecně
nemusej́ı být nezávislé.

Některé z posledńıch definic jsou aplikovatelné i pro reálné náhodné vek-
tory.

Definice 2.32. Necht’ (X1, . . . , Xn) je reálný náhodný vektor, potom jeho
středńı hodnotou nazveme vektor

EX = (EX1, . . . ,EXn),

pokud všechny složky na pravé straně maj́ı smysl.
Variančńı matićı vektoru X nazveme matici V arX typu n×n takovou,

že pro všechna i, j = 1, . . . , n plat́ı

(V arX)i,j = cov(Xi, Xj),

pokud kovariance libovolných dvou složek vektoru X existuj́ı konečné.
Distribučńı funkćı vektoru X nazveme funkci F : Rn → R danou před-

pisem

F (x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) , (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Daľśı definice a tvrzeńı budou uvedeny podle potřeby.
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Kapitola 3

Nezávislost

Začneme př́ıkladem na nezávislost náhodných jev̊u.

Př́ıklad 3.1. Najděte takový pravděpodobnostńı prostor s jevy A,B,C,
aby

1. jevy A,B,C byly po dvou nezávislé, ale aby jako celek nebyly nezá-
vislé,

2. platilo P (A ∩B ∩ C) = P (A) ·P (B) ·P (C), ale aby jevy A,B,C nebyly
nezávislé.

Řešeńı. 1. Uvažujme hody minćı se stejnou pravděpodobnost́ı padnut́ı
ĺıce (L) a rubu (R). Dále uvažujme dva postupné nezávislé hody minćı,
tomu pak odpov́ıdá pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P), kde

Ω = {R,L}2 = {(L,L), (L,R), (R,L), (R,R)},
A = 2Ω,

P ({(L,L)}) = P ({(L,R)}) = P ({(R,L)}) = P ({(R,R)}) =
1

4
,

Necht’ dále

A = {(R,L), (L,R)}, B = {(L,R), (L,L)}, C = {(R,L), (L,L)},

pak P (A) = P (B) = P (C) = 1/2 a

P (A ∩B) = P ({(L,R)}) =
1

4
=

1

2
·1
2

= P (A) ·P (B) .
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Analogicky se dá ukázat, že P (C ∩B) = P (C) ·P (B) a P (C ∩ A) =
P (C) ·P (A) , to jest jevy A,B,C jsou po dvou nezávislé. Ale zároveň

P (A ∩B ∩ C) = P (∅) = 0 6= 1

8
= P (A) ·P (B) ·P (C) ,

tedy jevy A,B,C nejsou nezávislé.

2. Necht’ Ω = {0, 1, . . . , 26},A = 2Ω, P ({i}) = 1/27 pro všechna i =
0, 1, . . . , 26. Necht’ dále

A = {0, 1, 2, . . . , 8},
B = {0, 9, 10, . . . , 16},
C = {0, 17, 18, . . . , 24},

potom P (A) = P (B) = P (C) = 1/3 a

P (A ∩B ∩ C) = P ({0}) =
1

27
=

(
1

3

)3

= P (A) ·P (B) ·P (C) ,

ale

P (A ∩B) = P ({0}) =
1

27
6= 1

9
= P (A) ·P (B) ,

to jest jevy A,B,C nejsou nezávislé.

4
Velmi užitečným nástrojem při práci s dvousložkovými diskrétńımi ná-

hodnými vektory nabývaj́ıćımi konečně mnoha hodnot je takzvaná prav-
děpodobnostńı tabulka. Dejme tomu, že reálný náhodný vektor (X,Y )
nabývá hodnot z množiny A × B = {a1, . . . , anX} × {b1, . . . , bnY } a pro
i = 1, . . . , nX , j = 1, . . . , nY plat́ı P (X = ai, Y = bj) = pi,j, pak tyto údaje
můžeme shrnout do následuj́ıćı tabulky.

X\Y b1 b2 · · · bj · · · bnY
a1 p1,1 p1,2 · · · p1,j · · · p1,nY

a2 p2,1 p2,2 · · · p2,j · · · p2,nY
...

...
...

. . .
...

...
ai pi,1 pi,2 · · · pi,j pi,nY
...

...
...

. . .
...

anX pnX ,1 pnX ,2 · · · pnX ,j · · · pnX ,nY
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Bod 1 věty 2.16 nám umožňuje jednoduše spoč́ıtat marginálńı rozděleńı
složek X a Y. K tomu stač́ı seč́ıst č́ısla v každém řádku a v každém sloupci
a výsledky zapsat do přidaného napravo sloupce a přidaného dol̊u řádku.
V těch nových sloupci a řádku t́ım pádem dostaneme marginálńı rozděleńı
X a Y respektive. Ted’ pro kontrolu výpočtu ještě sečteme č́ısla i v nich,
měli by se oba součty rovnat jedničce. Jako výsledek dostaneme následuj́ıćı
tabulku, které budeme ř́ıkat rozš́ı̌rená pravděpodobnostńı tabulka.

X\Y b1 b2 · · · bj · · · bnY Σ
a1 p1,1 p1,2 · · · p1,j · · · p1,nY pX(1)
a2 p2,1 p2,2 · · · p2,j · · · p2,nY pX(2)
...

...
...

. . .
...

...
...

ai pi,1 pi,2 · · · pi,j pi,nY pX(i)
...

...
...

. . .
...

...
anX pnX ,1 pnX ,2 · · · pnX ,j · · · pnX ,nY pX(nX)
Σ pY (1) pY (2) · · · pY (j) · · · pY (nY ) 1

(3.1)

kde pro všechna i = 1, . . . , nX , j = 1, . . . , nY

pX(i) =

nY∑
j=1

pi,j = P (X = ai) ,

pY (j) =

nY∑
i=1

pi,j = P (Y = bj) .

V této rozš́ı̌rené tabulce se snadno ověřuje i nezávislost veličin X, Y. Podle
bodu 2 věty 2.16 stač́ı k tomu zkontrolovat, zda pro všechny možné kombi-
nace i = 1, . . . , nX , j = 1, . . . , nY plat́ı

pi,j = pX(i)·pY (j).

Př́ıklad 3.2. Reálný náhodný vektor (X, Y ) nabývá pouze čtyř hodnot

(0, 0) - s pravděpodobnost́ı 1/2
(1, 0), (0, 1), (1, 1) - každou s pravděpodobnost́ı 1/6

1. Spočtěte středńı hodnotu a variančńı matici tohoto vektoru.

2. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?
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Řešeńı. 1. Sestav́ıme rozš́ı̌renou pravděpodobnostńı tabulku náhodného
vektoru (X, Y ).

X\Y 0 1 Σ
0 1/2 1/6 2/3
1 1/6 1/6 1/3
Σ 2/3 1/3 1

Ted’ již v́ıme marginálńı rozděleńı a můžeme spoč́ıst středńı hodnoty
X a Y, nav́ıc vid́ıme, že jsou stejně rozdělené, z čehož plyne, že maj́ı
stejné momenty

EX = EY = 0·2
3

+ 1·1
3

=
1

3
.

Vypočteme rozptyly náhodných veličin X,Y.

var X = var Y = EX2 − (EX)2 = 02·2
3

+ 12·1
3
− (

1

3
)2 =

1

3
− 1

9
=

2

9
.

Jediné co zbylo spoč́ıst je kovariance X, Y. K tomu nejprve najdeme
rozděleńı veličiny X·Y. Obě veličiny X a Y nabývaj́ı pouze hodnot 0
a 1, tedy i jej́ıch součin nabývá stejných hodnot, spočteme s jakými
pravděpodobnostmi jich nabývá.

P (X·Y = 1) = P (X = 1, Y = 1) =
1

6
,

P (X·Y = 0) = 1− P (X·Y = 1) = 1− 1

6
=

5

6
.

pak

cov(X,Y ) = E(X·Y )− EX·EY = 0·5
6

+ 1·1
6
− 1

3
·1
3

=
1

18
.

Z výše uvedeného plyne následuj́ıćı výsledek.

E(X, Y ) = (EX,EY ) = (1/3, 1/3), V ar (X, Y ) =

(
2/9 1/18
1/18 2/9

)
.

2. Náhodné veličiny X,Y maj́ı nenulovou kovarianci, tedy nejsou nezá-
vislé.

4

18



Př́ıklad 3.3. Reálný náhodný vektor (X,Y ) má rovnoměrné rozděleńı na
množině {(0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}.

1. Zjistěte obě marginálńı rozděleńı.

2. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

Řešeńı. 1. Sestav́ıme rozš́ı̌renou pravděpodobnostńı tabulku náhodného
vektoru (X, Y ).

X\Y 0 1 2 Σ
0 0 1/8 1/8 4/8
1 1/8 1/8 1/8 3/8
2 1/8 1/8 1/8 3/8
Σ 2/8 3/8 3/8 1

T́ım je př́ıklad vyřešen, nebot’ v dolńım řádku máme rozděleńı Y,
v pravém sloupci - rozděleńı X.

2. Náhodné veličiny X a Y nejsou nezávislé, nebot’ např́ıklad

0 = P (X= 0, Y = 0) 6= P (X= 0) ·P (Y = 0) =
4

8
·2
8
.

4
Poznámka 3.1. Skutečnost, že jsme při ověřováńı nezávislosti vybrali z prav-
děpodobnostńı tabulky prvek s pravděpodobnost́ı nula, neńı náhoda. Obecně
plat́ı: pokud pravděpodobnostńı tabulka je sestavená správně v tom smyslu,
že neobsahuje žádný nulový řádek ani sloupec, ale obsahuje prvek s pravdě-
podobnost́ı nula, pak veličiny nejsou nezávislé.

Je to skoro zřejmé, ale pro jistotu uvedeme i d̊ukaz tohoto tvrzeńı. Bu-
deme použ́ıvat stejné označeńı jaké jsme použ́ıvali při zavedeńı pojmu rozš́ı-
řené pravděpodobnostńı tabulky (3.1). Necht’ pi,j = 0. z předpokladu ani i-tý
řádek ani j-tý sloupec neobsahuj́ı samy nuly, tedy ani součty č́ısel v nich
nejsou nulové, to jest pX(i) 6= 0 6= pY (j). Pak ale

0 = pi,j = P (X = ai, Y = bj) 6= P (X = ai) ·P (Y = bj) = pX(i)·pY (j) 6= 0,

tedy náhodné veličiny X,Y nejsou nezávislé.

Věta 3.2. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé reálné náhodné veličiny s hodno-
tami v Ai ⊂ R, h1, . . . , hn jsou měřitelné funkce z Ai do R, potom náhodné
veličiny h1(X1), . . . , hn(Xn) jsou také nezávislé.
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Poznámka 3.3. Jednoduchým d̊usledkem předešlé věty je skutečnost, že jsou-
li v ńı funkce h1(X1), . . . , hn(Xn) měřitelné bijekce, přičemž jej́ıch inverze
jsou také měřitelné, potom veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé právě tehdy,
když h1(X1), . . . , hn(Xn) jsou nezávislé.

Př́ıklad 3.4. Reálný náhodný vektor (X, Y ) nabývá pouze šesti hodnot:

(0, 1), (1, 0), (2, 3), (3, 2) - každou s pravděpodobnost́ı 1/12,
(1, 2), (2, 1) - každou s pravděpodobnost́ı 1/3.

1. Spočtěte středńı hodnotu a variančńı matici tohoto vektoru.

2. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

3. Jsou log(X + Y ) a log(X − Y + 2) nezávislé náhodné veličiny?

Řešeńı. 1. Jako vždy nejprve sestav́ıme rozš́ı̌renou pravděpodobnostńı
tabulku náhodného vektoru (X,Y ).

X\Y 0 1 2 3 Σ
0 0 1/12 0 0 1/12
1 1/12 0 1/3 0 5/12
2 0 1/3 0 1/12 5/12
3 0 0 1/12 0 1/12
Σ 1/12 5/12 5/12 1/12 1

Spočteme středńı hodnoty a rozptyly náhodných veličin X,Y s využi-
t́ım toho, že tyto veličiny jsou stejně rozdělené.

EX = EY = 0· 1

12
+ 1· 5

12
+ 2· 5

12
+ 3· 1

12
=

3

2
,

var X = var Y = EY 2 − (EY )2

= 02· 1

12
+ 12· 5

12
+ 22· 5

12
+ 32· 1

12
− (

3

2
)2

= 0 +
5

12
+

20

12
+

9

12
− 9

4
=

34

12
− 9

4
=

7

12
.

Vzhledem k tomu, že vektor (X,Y ) nabývá pouze hodnot (0, 1), (1, 0),
(2, 3), (3, 2), (1, 2) a (2, 1), náhodná veličina X·Y nabývá pouze hodnot
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0, 6 a 2 a to s následuj́ıćımi pravděpodobnostmi:

P (X·Y = 0) = P (X = 0, Y = 1) + P (X = 1, Y = 0) =
1

12
+

1

12
=

1

6
,

P (X·Y = 2) = P (X = 1, Y = 2) + P (X = 2, Y = 1) =
1

3
+

1

3
=

2

3
,

P (X·Y = 6) = P (X = 2, Y = 3) + P (X = 3, Y = 2) =
1

12
+

1

12
=

1

6
.

Pak

cov(X, Y ) = EX·Y − EX·EY = 0·1
6

+ 2·2
3

+ 6·1
6
− (

3

2
)2

=
7

3
− 9

4
=

1

12
.

Z výše uvedeného plyne následuj́ıćı výsledek.

E(X, Y ) = (3/2, 3/2), V ar (X, Y ) =

(
7/12 1/12
1/12 7/12

)
.

2. Náhodné veličiny X,Y maj́ı nenulovou kovarianci, tedy nejsou nezá-
vislé.

3. Vektor (X, Y ) nabývá pouze hodnot (0, 1), (1, 0), (2, 3), (3, 2), (1, 2) a
(2, 1), náhodný vektor (X − Y,X + Y ) nabývá pouze hodnot (−1, 1),
(−1, 3), (−1, 5), (1, 1), (1, 1), (1, 5).

P (X − Y = −1, X + Y = 1) = P (X = 0, Y = 1) = 1/12,

P (X − Y = −1, X + Y = 3) = P (X = 1, Y = 2) = 1/3,

P (X − Y = −1, X + Y = 5) = P (X = 2, Y = 3) = 1/12,

P (X − Y = 1, X + Y = 1) = P (X = 1, Y = 0) = 1/12,

P (X − Y = 1, X + Y = 3) = P (X = 2, Y = 1) = 1/3,

P (X − Y = 1, X + Y = 5) = P (X = 3, Y = 2) = 1/12.

Vzhledem k tomu, že zobrazeńı (x, y) 7→ (x − y, x + y) je prosté, při
sestaveńı pravděpodobnostńı tabulky náhodného vektoru (X−Y,X +
Y ) jde pouze o přepis hodnot z tabulky vektoru (X, Y ) na př́ıslušná
mı́sta. Rozš́ı̌rená pravděpodobnostńı tabulka vektoru (X − Y,X + Y )
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pak vypadá následovně:

X−Y \X+Y 1 3 5 Σ
−1 1/12 1/3 1/12 1/2
1 1/12 1/3 1/12 1/2
Σ 1/6 2/3 1/6 1

Jednoduchou kontrolou na základě rozš́ı̌rené pravděpodobnostńı ta-
bulky zjist́ıme, že náhodné veličiny X − Y,X + Y jsou nezávislé.
Uvědomı́me si, že funkce log z + 2 a log z jsou měřitelné na {−1, 1}
a {1, 3, 5} respektive, tedy veličiny log(X + Y ) a log(X − Y + 2) jsou
také nezávislé.

4
Př́ıklad 3.5. Reálný náhodný vektor (X, Y ) nabývá pouze šesti hodnot:

(0, 0) - s pravděpodobnost́ı 1/6,
(0, 1) - s pravděpodobnost́ı 1/3,
(1, 1) - s pravděpodobnost́ı 1/9,
(1, 2) - s pravděpodobnost́ı 2/9,
(2, 2) - s pravděpodobnost́ı 1/18,
(2, 3) - s pravděpodobnost́ı 1/9.

1. Spočtěte středńı hodnotu a variančńı matici vektoru (X,X − Y ).

2. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

3. Jsou X a X − Y nezávislé náhodné veličiny?

Řešeńı. 1. Vzhledem k tomu, že vektor (X, Y ) nabývá pouze hodnot
(0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 2), (2, 2) a (2, 3), náhodný vektor (X,X − Y )
nabývá pouze hodnot (0,−1), (0, 0), (1,−1), (1, 0), (2,−1), (2, 0) a to
s následuj́ıćımi pravděpodobnostmi:

P (X = 0, X − Y = −1) = P (X = 0, Y = 1) = 1/3,

P (X = 0, X − Y = 0) = P (X = 0, Y = 0) = 1/6,

P (X = 1, X − Y = −1) = P (X = 1, Y = 2) = 2/9,

P (X = 1, X − Y = 0) = P (X = 1, Y = 1) = 1/9,

P (X = 2, X − Y = −1) = P (X = 2, Y = 3) = 1/9,

P (X = 2, X − Y = 0) = P (X = 2, Y = 2) = 1/18.
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Sestav́ıme rozš́ı̌renou pravděpodobnostńı tabulku náhodného vektoru
(X,X − Y ).

X\X−Y 0 −1 Σ
0 1/6 1/3 1/2
1 1/9 2/9 1/3
2 1/18 1/9 1/6
Σ 1/3 2/3 1

Spočteme středńı hodnoty a rozptyly náhodných veličin X a X − Y.

EX = 0·1
2

+ 1·1
3

+ 2·1
6

=
2

3
,

E(X − Y ) = 0·1
3
− 1·2

3
= −2

3
,

var X = 02·1
2

+ 12·1
3

+ 22·1
6
−
(

2

3

)2

= 1− 4

9
=

5

9
,

var (X − Y ) = 02·1
3

+ (−1)2·2
3
−
(

2

3

)2

=
2

3
− 4

9
=

2

9
.

Vektor (X,X −Y ) nabývá pouze hodnot (0,−1), (0, 0), (1,−1), (1, 0),
(2,−1), (2, 0), tedy náhodná veličina X·(X−Y ) nabývá pouze hodnot
0,−1,−2 a to s následuj́ıćımi pravděpodobnostmi:

P (X·(X − Y ) = −2) = P (X = 2, X − Y = −1) =
1

9
,

P (X·(X − Y ) = −1) = P (X = 1, X − Y = −1) =
2

9
,

P (X·(X − Y ) = 0) = 1− P (X·(X − Y ) = −2)

− P (X·(X − Y ) = −1)

= 1− 1

9
− 2

9
=

2

3
.

Pak

cov(X,X − Y ) = E(X·(X − Y ))− EX·E(X − Y )

= −2·1
9
− 1

2

9
+ 0·2

3
−
(
−2

3

)
·2
3

= −4

9
+

4

9
= 0.

Z výše uvedeného plyne následuj́ıćı výsledek.

E(X,X − Y ) = (2/3,−2/3), V ar (X, Y ) =

(
5/9 0
0 2/9

)
.
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2. cov(X,Y ) = var X − cov(X,X − Y ) = 2/9 − 0 = 2/9 6= 0, tedy
náhodné veličiny X, Y nejsou nezávislé.

3. Jednoduchou kontrolou na základě rozš́ı̌rené pravděpodobnostńı ta-
bulky náhodného vektoru (X,X − Y ) zjist́ıme, že náhodné veličiny
X,X − Y jsou nezávislé.

4

Neprázdné kolekce nezávislých náhodných veličin jsou nezávislé.

Věta 3.4. Necht’ I je neprázdná množina a pro každé i ∈ I necht’ Ti je
také neprázdná množina. Pro všechna i ∈ I a pro všechna t ∈ Ti necht’

Xi,t, i ∈ I, t ∈ Ti jsou nezávislé náhodné veličiny. Potom pro všechna i ∈ I
náhodné veličiny (Xi,t, t ∈ Ti), i ∈ I jsou také nezávislé.

Př́ıklad 3.6. Rozhodněte, zda existuj́ı spojité náhodné veličiny X,Y a Z a
měřitelné funkce f a g takové, že Y = f(X) a Z = g(X) jsou nezávislé.

Řešeńı. Uvedeme bez d̊ukazu dvě tvrzeńı. Jsou téměř zřejmé, ale jej́ıch
formálńı d̊ukaz by zabral dost času, aniž by byl nějakým zp̊usobem d̊uležitý
pro tento př́ıklad.

1. Pokud náhodné veličiny Xi jsou nezávislé s alternativńım rozděleńım
s parametrem 1/2, potom náhodná veličina

X =
∑

i∈N
2−iXi

má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1).

2. Naopak, pokud X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1) a Xi

je i-tá č́ıslice X v nekonečném dyadickém rozvoji, přičemž dáváme
přednost rozvoj̊um obsahuj́ıćım nekonečně mnoho nul, potom náhodné
veličiny Xi jsou nezávislé náhodné veličiny s alternativńım rozděleńım
s parametrem 1/2.

Necht’ dále X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1), potom podle
tvrzeńı 2 pro všechna i přirozená Xi jsou nezávislé náhodné veličiny s alter-
nativńım rozděleńım, kde Xi je i-tá č́ıslice X v nekonečném dyadickém roz-
voji (zase v př́ıpadě dvou možných rozvoj̊u vybereme obsahuj́ıćı nekonečně
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mnoho nul). Náhodné posloupnosti {X2k−1}k∈N a {X2k}k∈N jsou nezávislé
jako kolekce nezávislých náhodných veličin. Dále podle tvrzeńı 1 náhodné
veličiny

Y =
∑

k∈N
2−kX2k−1 a Z =

∑

k∈N
2−kX2k

maj́ı rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1), tud́ıž jsou spojité. Zároveň
jsou nezávislé jako měřitelné transformace nezávislých náhodných veličin.
Poznamenáme si ještě, že Xi jsou měřitelnými transformacemi X, č́ımž jsme
vlastně hotov́ı.

4
Zavedeme ještě jeden užitečný pojem.

Definice 3.5. Necht’ X : (Ω,A, P) 7→ (Rk,Bk) je spojitý náhodný vek-
tor. Množinu A ∈ Bk nazveme nosičem náhodného vektoru X, pokud jsou
splněny dvě podmı́nky:

1. P (X ∈ A) = 1,

2. pokud pro měřitelnou množinu B ⊂ A plat́ı λk(A\B) > 0, potom
P (X ∈ B) < 1.

Poznámka 3.6. Nosič náhodného vektoru je určen jednoznačně až na mno-
žinu Lebesgueovy mı́ry nula.

Poznámka 3.7. Pokud X je spojitý reálný náhodný vektor s hustotou f, pak
množina {f 6= 0} je jeho nosičem.

Necht’X,Y jsou dvě nezávislé spojité reálné náhodné veličiny s hustotami
f, g. Necht’ A = {f 6= 0}, B = {g 6= 0}, pak A a B jsou nosiči veličin X a Y.
Dále z nezávislosti náhodných veličin X,Y plyne, že hustota f ·g je hustotou
vektoru (X,Y ), tedy A×B = {f · g 6= 0} je nosičem vektoru (X,Y ).

Právě uvedené nám dává následuj́ıćı vlastnost nezávislých spojitých ná-
hodných veličin.

Tvrzeńı 3.8. Pokud X,Y jsou nezávislé spojité reálné náhodné veličiny,
pak libovolný nosič vektoru (X, Y ) je až na množinu Lebesgueovy mı́ry nula
kartézským součinem nosič̊u X a Y, speciálně muśı být až na množinu Le-
besgueovy mı́ry nula měřitelným obdélńıkem, to jest kartézským součinem
dvou měřitelných množin.
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Př́ıklad 3.7. Necht’ náhodný vektor (X,Y ) má rovnoměrné rozděleńı na
jednotkovém kruhu. Dokažte, že náhodné veličiny X, Y nejsou nezávislé.

Řešeńı. Jednotkový kruh se lǐśı od každého měřitelného obdélńıku o mno-
žinu kladné Lebesgueovy mı́ry, tedy veličiny X,Y nemohou být nezávislé.

4
Př́ıklad 3.8. Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı implikace:

1. je-li (X,Y ) spojitý náhodný vektor, pak X a Y jsou spojité náhodné
veličiny,

2. jsou-li X a Y spojité náhodné veličiny, pak (X,Y ) je spojitý náhodný
vektor.

Řešeńı. 1. Tato implikace je součást́ı věty 2.17.

2. Opačná implikace neplat́ı. Necht’ X je spojitá reálná náhodná veličina
a necht’ Y = X, potom P (X, Y ∈ {(x, y) ∈ R2, x = y}) = 1. Pokud
by vektor (X, Y ) byl spojitý, pak měl by hustotu a měla by se rov-
nat nule skoro všude na R2\{(x, y) ∈ R2, x = y}, tedy by byla nulová
skoro všude na celé rovině. Tohle je ale ve sporu s definićı hustoty
dvojrozměrné náhodné veličiny, podle které se integrál z hustoty přes
celou rovinu má rovnat jedničce.

4

Př́ıklad 3.9. Bud’ (Ω,A, P ) =
⊗∞

n=1(Ωn,An, Pn), kde pro všechna n ∈ N

Ωn = {0, 1}, An = 2{0,1}, Pn({0}) = Pn({1}) = 1/2.

Pro ω ∈ Ω položme

X(ω) =
∞∑
n=1

2−nωn. (3.2)

Ukažte, že

1. X je náhodná veličina (že je měřitelná funkce),

2. X má rovnoměrné rozděleńı na (0, 1).
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Řešeńı. 1. Nejprve si povšimneme, že řada (3.2) obsahuje pouze nezá-
porné členy a je omezená shora konvergentńı řadou

∑∞
n=1 2−n, tedy

podle srovnávaćıho kritéria konverguje pro všechna ω ∈ Ω a funkce
X je korektně definovaná. Nav́ıc X nabývá hodnot pouze z intervalu
[0, 1].

Ukážeme, že A obsahuje všechny jednoprvkové množiny z Ω. Necht’

ω0 ∈ Ω, pak

{ω0} =
+∞⋂
n=1

{ω ∈ Ω, ∀k ≤ n ωk = ω0
k}.

Každá z množin v tomto spočetném pr̊uniku je konečně-rozměrným
válcem na Ω, to jest patř́ı do A. Pak ale z uzavřenosti σ-algeber na
spočetné pr̊uniky plyne, že i ω0 patř́ı do A.
Dále využijeme toho, že

B([0, 1]) = σ

({[
k − 1

2m
;
k

2m

)
, m ∈ N, k = 1, . . . , 2m

}
∪ {{1}}

)

(3.3)
Vzor X−1({1}) = {(1, 0, 0, 0, . . . , ), (0, 1, 1, 1, . . . , )} ∈ A, tedy pro
d̊ukaz měřitelnosti X zbývá dokázat, že pro všechna m ∈ N a pro
všechna k = 1, . . . , 2m

X−1

([
k − 1

2m
;
k

2m

))
∈ A.

Necht’ ω1 je libovolný zápis č́ısla 2k−1
2m+1 (to je střed intervalu

[
k−1
2m

; k
2m

)
)

ve dvojkové soustavě. Rozmyslete si, že potom

X−1

([
k − 1

2m
;
k

2m

))
= A ∪B\C,

kde

A
ozn.
= {ω ∈ Ω, ∀k ≤ m ωk = ω1

k},
B

ozn.
= {(ω1

1, . . . , ω
1
m−1, 1, 1, . . . , )},

C
ozn.
= {(ω1

1, . . . , ω
0
m, 0, 0, . . . , )}.

A je konečně-rozměrný válec, pro B,C jsme již ukázali, že patř́ı do A,
tedy i X−1

([
k−1
2m

; k
2m

))
= A ∪B\C ∈ A.

T́ım je dokázána měřitelnost X, tedy je náhodnou veličinou.
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2. S ohledem na (3.3) stač́ı dokázat, že PX(
[
k−1
2m

; k
2m

)
) = 1

2m
pro každé

m ∈ N a každé k = 1, . . . , 2m . Využijeme dř́ıve zavedených označeńı
ω1, A,B,C, pak

P

(
X ∈

[
k − 1

2m
;
k

2m

))
= P (A ∪B\C) = P (A) + P (B)− P (C) .

z definice součinovou pravděpodobnostńı mı́ry plyne, že

P (A) =
m∏

k=1

Pk(ω
1
k) =

1

2m
,

tedy zbývá ukázat, že pro všechna ω2 ∈ Ω plat́ı P ({ω0}) = 0 plat́ı

P
({ω0}) = P

(
+∞⋂
n=1

{ω ∈ Ω, ∀k ≤ n ωk = ω0
k}
)

spoj.
= lim

n→+∞
P
({ω ∈ Ω,∀k ≤ n ωk = ω0

k}
) def.

= lim
n→+∞

2−n = 0,

kde def. a spoj. označuj́ı využit́ı definice součinové mı́ry a spojitosti
mı́ry respektive. T́ım je d̊ukaz dokončen.

4
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Kapitola 4

Elementárńı podmı́něná
pravděpodobnost

Daľśım pojmem, který budeme potřebovat je podmı́něná pravděpodobnost
jevu.

Definice 4.1. Necht’ A,B jsou náhodné jevy na stejném pravděpodobnost-
ńım prostoru a P (B) 6= 0, pak podmı́něnou pravděpodobnost́ı jevu A
za podmı́nky B nazveme č́ıslo

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Tato definice má následuj́ıćı interpretaci: očekáváme výskyt jevu A s ně-
jakou pravděpodobnost́ı, jak se změńı toto očekávańı, pokud dozv́ıme, zda
nastal jev B? Tomu modifikovanému očekávańı budeme ř́ıkat podmı́něná
pravděpodobnost jevu A za podmı́nky B. Jinými slovy: podmı́něna pravdě-
podobnost jevu A za podmı́nky B je očekáváńı výskytu jevu A za podmı́nky,
že nastal jev B.

Poznámka 4.2. V př́ıpadě, že jevy A,B z definice 4.1 jsou nezávislé, potom
plat́ı

P (A ∩B) = P (A) ·P (B) ,

tedy
P (A | B) = P (A) .

Tato rovnost odpov́ıdá intuitivńı představě o nezávislosti, nebot’ ř́ıká, že pokud
jevy A,B jsou nezávislé, pak pravděpodobnost jevu A nezáviśı na podmı́nce
B.
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Tvrzeńı 4.3. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, B ∈ A, P (B) 6=
0, potom množinová funkce

PΩ|B : A 7→ P (A | B) , A ∈ A

je pravděpodobnostńı mı́ra na (Ω,A).

Na základě definice podmı́něné pravděpodobnosti jev̊u zavedeme pojem
podmı́něného rozděleńı náhodné veličiny.

Definice 4.4. Necht’ X je náhodná veličina s hodnotami v měřitelném
prostoru (S,S), B je náhodný jev s kladnou pravděpodobnost́ı. Potom
pravděpodobnostńı mı́ru PX|B na S takovou, že

PX|B(C) = P (X ∈ C | B) , C ∈ S,

nazveme podmı́něným rozděleńım X za podmı́nky B.

Pokud X,Y jsou dvě diskrétńı náhodné veličiny nabývaj́ıćı hodnot ze
spočetných množin A,B, přičemž všech hodnot z množiny B veličina Y
nabývá s kladnou pravděpodobnost́ı, pak zjistit podmı́něná rozděleńı X za
podmı́nky Y = y znamená spoč́ıst P (X = a | Y = b) pro všechna a ∈ A
a pro všechna b ∈ B. V př́ıpadě, že množiny A,B jsou konečné, zjǐstěné
údaje můžeme shrnout do následuj́ıćı tabulky podmı́něných pravděpo-
dobnost́ı.

X | Y b1 b2 · · · bj · · · bnY
a1 p1|1 p1|2 · · · p1|j · · · p1|nY
a2 p2|1 p2|2 · · · p2|j · · · p2|nY
...

...
...

. . .
...

...
ai pi|1 pi|2 · · · pi|j pi|nY
...

...
...

. . .
...

anX pnX |1 pnX |2 · · · pnX |j · · · pnX |nY
kde

A = {a1, . . . , anX}, B = {b1, . . . , bnY },
a pi|j označuje P (X = ai | Y = bj) .

Př́ıklad 4.1. Vektor (X, Y ) je dán pravděpodobnostńı tabulkou
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1.
X\Y 0 1 2

0 1/8 1/4 3/8
1 1/24 1/12 1/8

2.
X\Y 0 1 2

0 0, 1 0, 2 0, 3
1 0, 1 0, 1 0, 2

V obou př́ıpadech

• rozhodněte, zda jsou náhodné veličiny X,Y nezávislé,

• spočtěte marginálńı rozděleńı náhodné veličiny X a

• podmı́něná rozděleńı Y za podmı́nky X = x.

Řešeńı. 1. • Sestav́ıme rozš́ı̌renou pravděpodobnostńı tabulku vek-
toru (X, Y ) a zkontrolujeme, že jeho složky jsou nezávislé.

X\Y 0 1 2 Σ
0 1/8 1/4 3/8 3/4
1 1/24 1/12 1/8 1/4
Σ 1/6 1/3 1/2 1

• Je již vyřešeno sestaveńım rozš́ı̌rené pravděpodobnostńı tabulky.

• X a Y jsou nezávislé, proto oba sloupce tabulky podmı́něných
pravděpodobnost́ı X za podmı́nky Y splývaj́ı s dolńım řádkem
rozš́ı̌rené pravděpodobnostńı tabulky vektoru (X,Y ).

Y | X 0 1
0 1/6 1/6
1 1/3 1/3
2 1/2 1/2

2. • Sestav́ıme rozš́ı̌renou pravděpodobnostńı tabulku náhodného vek-
toru (X, Y ).

X\Y 0 1 2 Σ
0 0, 1 0, 2 0, 3 0, 6
1 0, 1 0, 1 0, 2 0, 4
Σ 0, 2 0, 3 0, 5 1

Veličiny X, Y nejsou nezávislé, nebot’ např́ıklad

0, 1 = P (X = 0, Y = 0) 6= P (X = 0) ·P (Y = 0) = 0, 12.
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• Je již vyřešeno sestaveńım rozš́ı̌rené pravděpodobnostńı tabulky.

• Spočteme všechny možné podmı́něné pravděpodobnosti typu
P (Y = y | X = x) .

P (Y = 0 | X = 0) = 0, 1/0, 6 = 1/6,

P (Y = 0 | X = 1) = 0, 1/0, 4 = 1/4,

P (Y = 1 | X = 0) = 0, 2/0, 6 = 1/3,

P (Y = 1 | X = 1) = 0, 1/0, 4 = 1/4,

P (Y = 2 | X = 0) = 0, 3/0, 6 = 1/2,

P (Y = 2 | X = 1) = 0, 2/0, 4 = 1/2.

A shrneme źıskané údaje v tabulce podmı́něných pravděpodob-
nost́ı.

Y | X 0 1
0 1/6 1/4
1 1/3 1/4
2 1/2 1/2

4
Ted’ dokážeme tvrzeńı, které jsme již použili při řešeńı př́ıkladu 4.1 bez

d̊ukazu.

Př́ıklad 4.2. Necht’ X a Y jsou reálné náhodné veličiny, přičemž X má
diskrétńı rozděleńı.

1. Ukažte, že pokud X a Y jsou nezávislé, pak podmı́něné rozděleńı Y
za podmı́nky X = x nezáviśı na x ∈ R, tj.

∀B ∈ B(R), ∀x ∈ R
[P (X = x) > 0]⇒ [P (Y ∈ B | X = x) = P (Y ∈ B)]

(4.1)

2. Rozhodněte, zda (4.1) implikuje nezávislost veličin X a Y.

Řešeńı. 1. Necht’ B ∈ B(R), x ∈ R, P (X = x) 6= 0, pak

P (Y ∈ B | X = x) =
P (Y ∈ B,X = x)

P (X = x)

nez.
=

P (Y ∈ B) ·P (X = x)

P (X = x)
= P (Y ∈ B) ,

č́ımž je tvrzeńı dokázáno.
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2. Abychom dokázali, že z (4.1) plyne nezávislost potřebujeme vlastně
dokázat, že ∀B,C ∈ B(R) plat́ı

P (Y ∈ B,X ∈ C) = P (Y ∈ B) ·P (X ∈ C) . (4.2)

Necht’ C ′ = {x ∈ C, P (X = x) 6= 0}, pak ∀x ∈ C ′ plat́ı

P (Y ∈ B,X = x) = P (Y ∈ B | X = x) ·P (X = x)
(4.1)
=

= P (Y ∈ B) ·P (X = x) .
(4.3)

To už stač́ı na to, abychom dokázali (4.2).

P (Y ∈ B,X ∈ C) = P (Y ∈ B,X ∈ C ′) =
∑

x∈C′
P (Y ∈ B,X = x)

(4.3)
=
∑

x∈C′
P (Y ∈ B) ·P (X = x)

= P (Y ∈ B) ·P (X ∈ C ′) = P (Y ∈ B) ·P (X ∈ C) .

T́ım je tvrzeńı dokázáno.

4

Zavedeme pojmy podmı́něné distribučńı funkce a podmı́něné hustoty.

Definice 4.5. Necht’ X je reálná náhodná veličina, B je náhodný jev s klad-
nou pravděpodobnost́ı, potom podmı́něnou distribučńı funkćı náhodné
veličiny X za podmı́nky B nazveme funkci

FX|B(x) = P (X ≤ x | B) , x ∈ R.

Definice 4.6. Necht’ X je reálná náhodná veličina, A je náhodný jev s klad-
nou pravděpodobnost́ı. Necht’ dále existuje nezáporná měřitelná funkce fX|B
taková, že

P (X ∈ B | A) =

∫

B

fX|B d PX|B, B ∈ B(R),

potom funkci fX|B nazveme podmı́něnou hustotou náhodné veličiny X
za podmı́nky B.
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Poznámka 4.7. Mezi podmı́něnou distribučńı funkćı a podmı́něnou husto-
tou je obdobný vztah, jako mezi obyčejnými distribučńı funkćı a hustotou.
Použijeme-li označeńı z posledńıch definic, pak pro skoro všechna x plat́ı

fX|B(x) = F ′X|B(x).

Poznámka 4.8. Tvrzeńı analogické tvrzeńı z př́ıkladu 4.2 plat́ı i pro podmı́-
něné distribučńı funkce, to jest náhodné veličiny X,Y, kde Y je diskrétńı,
jsou nezávislé pravě tehdy, když podmı́něná distribučńı funkce X za podmı́nky
Y nezáviśı na podmı́nce.

Př́ıklad 4.3. Necht’ X je reálná náhodná veličina s rozděleńım symetrickým
kolem nuly. Rozhodněte, zda náhodné veličiny Y a Z jsou nezávislé, kde

Y = |X| a Z =

{
1 pokud X>0

0 jinak.

Řešeńı. Pokud P (X>0) = 0, pak ze symetrie rozděleńı X P (X<0) = 0,
tedyX, Y, Z jsou konstantńı nuly a jsou zřejmě nezávislé. V opačném př́ıpadě
P (Z = 0) 6= 0 6= P (Z = 1) a můžeme porovnat podmı́něné distribučńı funkce
FY |Z=0 a FY |Z=1.

FY |Z=0(y) = P (Y≤y | Z = 0) = P (|X|≤y | X>0) =
P (0<X≤y)

P (X>0)
,

FY |Z=1(y) = P (Y≤y | Z = 1) = P (|X|≤y | X≤0) =
P (−y≤X≤0)

P (X≤0)
.

Ze symetrie rozděleńı veličiny X pak plyne, že

FY |Z=1(y) =
P (0≤X≤y)

P (X ≥ 0)
.

V př́ıpadě, že P (X = 0) = 0, obě podmı́něné distribučńı funkce jsou
stejné a tedy Y, Z jsou nezávislé. Zkusme se pod́ıvat co se stane v př́ıpadě, že
tomu tak nebude. Necht’ X má rovnoměrné rozděleńı na množině {−1, 0, 1},
potom

P (Y = 1 | Z = 1) = P (|X| = 1 | X > 0) =
P (X = 1)

P (X = 1)
= 1

P (Y = 1 | Z = 0) = P (|X| = 1 | X≤0) =
P (X = −1)

P (X = −1) + P (X = 0)
=

1

2
.

Tedy P (Y = 1 | Z = 1) 6= P (Y = 1 | Z = 0) a veličiny Y, Z obecně nejsou
nezávislé.
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4
Př́ıklad 4.4. Necht’ X je náhodná veličina s exponenciálńım rozděleńım
s parametrem 1. Pro jaké s ∈ (0,∞) jsou náhodné veličiny Y a Z nezávislé,
kde

Y =

{
1 pokud X > s

0 jinak,
Z = (X − s)+ +

(
log

1− e−s
1− e−X

)+

.

Řešeńı. P (X ∈ (0,+∞)) = 1, tedy P
(
0 < 1− e−X < 1

)
= 1 a můžeme

považovat výraz 1− e−X za vždycky se nacházej́ıćı v intervalu (0, 1). Dále
s ∈ (0,+∞), tedy 1− e−s ∈ (0, 1). S využit́ım těchto pozorováńı provedeme
následuj́ıćı řetězec ekvivalenćı.

X − s > 0⇔ X > s⇔ −X < −s⇔ e−X < e−s

⇔ 1− e−s < 1− e−X ⇔ 1− e−s
1− e−X < 1⇔ log

1− e−s
1− e−X < 0.

Analogicky se dá ukázat, že

X − s = 0⇔ log
1− e−s
1− e−X = 0 a X − s<0⇔ log

1− e−s
1− e−X>0.

Ted’ můžeme přepsat definici Z následuj́ıćım zp̊usobem:

Z =




X − s pokud X>s

log
1− e−s
1− e−X jinak

anebo ještě jiným zp̊usobem:

Z =




X − s pokud Y = 1

log
1− e−s
1− e−X pokud Y = 0.

Z toho už je vlastně vidět, že Y, Z nejsou nezávislé, ale potřebujeme to ještě
dokázat. Vypočteme podmı́něné distribučńı funkce Z za podmı́nky Y = 1
a Y = 0. Z za obou možných podmı́nek je nezáporná a spojitá, proto pro
z ≤ 0 FZ|Y=1(z) = FZ|Y=0(z) = 0. Při následuj́ıćıch výpočtech využijeme
toho, že funkce

F (x) = (1− e−x) · I(0,+∞)(x)

35



je distribučńı funkćı exponenciálńıho rozděleńı s parametrem 1.
Necht’ z > 0, potom

FZ|Y=1(z) = P (Z ≤ z | Y = 1) = P (X − s ≤ z | X > s)

=
P (s < X ≤ s+ z)

P (s < X)
=
[
1− e−x]s+z

s

/[
1− e−x]+∞

s

=
e−s − e−(s+z)

e−s − 0
= 1− e−z,

to jest za podmı́nky Y = 1 Z má exponenciálńı rozděleńı s parametrem 1.

FZ|Y=0(z) = P (Z ≤ z | Y = 0) = P

(
log

1− e−s
1− e−X ≤ z | X ≤ s

)

= P

(
1− e−s
1− e−X ≤ ez | X ≤ s

)

= P
(
1− e−s ≤ (1− e−X)·ez | X ≤ s

)

= P

(
1− e−s
ez

− 1 ≤ −e−X | X ≤ s

)

= P

(
e−X ≤ ez + es − 1

ez
| X ≤ s

)

= P

(
−X ≤ log

ez + es − 1

ez
| X ≤ s

)

= P

(
X ≥ log

ez

ez + e−s − 1
| X ≤ s

)
= (∗).

Označme log
ez

ez + e−s − 1
= κ, pak

(∗) =
[
1− e−x]s

κ

/[
1− e−x]s

0
=

(
ez + e−s − 1

ez
− e−s

)/(
1− e−s)

=
ez + e−s − 1− e−sez

ez(1− e−s) =
(ez − 1)(1− e−s)
ez(1− e−s) =

ez − 1

ez
= 1− e−z.

Tedy i za podmı́nky Y = 0 veličina Z má exponenciálńı rozděleńı s parame-
trem 1, to jest podmı́něné rozděleńı Z za podmı́nky Y nezáviśı na podmı́nce
a veličiny X, Y jsou nezávislé. Dř́ıve źıskaný zřejmý výsledek tedy nebyl
správný.

4
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Poznámka 4.9. Na prvńı pohled podivný výsledek př́ıkladu 4.4 souviśı s t́ım,
že exponenciálńı rozděleńı nemá pamět’, což je verbálńı vyjádřeńı skutečnosti,
kterou ted’ poṕı̌seme formálně. Necht’ náhodná veličina X má exponenciálńı
rozděleńı, potom ∀a, b > 0 plat́ı

P (X > a+ b | X > a) = P (X > b) .

Př́ıklad 4.5. Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny, X má standardńı
normálńı rozděleńı a P (Y = 1) = P (Y = −1) = 1/2. Necht’ dále Z = X · Y.
Ukažte, že

1. Z má standardńı normálńı rozděleńı,

2. cov(X,Z) = 0,

3. veličiny X a Z nejsou nezávislé.

Řešeńı. 1. Dokážeme, že Z a X maj́ı stejné distribučńı funkce. Při tom
využijeme toho, že standardńı normálńı rozděleńı je symetrické kolem
nuly, což znamená, že P (−X ≤ x) = P (X ≤ x) pro všechna reálná x.

FZ(x) = P (Z ≤ x) = P (X · Y ≤ x)

= P (X · Y ≤ x | Y = 1) · P (Y = 1)

+ P (X · Y ≤ x | Y = −1) · P (Y = −1)

= P (X ≤ x | Y = 1) · P (Y = 1)

+ P (−X ≤ x | Y = −1) · P (Y = −1)
nez.
= P (X ≤ x) · P (Y = 1) + P (−X ≤ x) · P (Y = 1)

=
1

2
· P (X ≤ x) +

1

2
· P (X ≤ x) = P (X≤x) = FX(x),

tedy X a Z maj́ı stejné distribučńı funkce a tedy jsou i stejně rozděleny.

2. Spočteme kovarianci veličin Z a X.

cov(Z,X) = cov(X · Y,X) = E(X2 · Y )− E(X · Y ) · EX
nez.
= EX2 · EY − EX · (EY )2.

Středńı hodnoty obou náhodných veličin X a Y jsou nulové, tedy

cov(Z,X) = EX2 · 0− 0 · (EY )2 = 0.
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3. Plat́ı, že P ((X,Z) ∈ {|x| = |z|}) = 1, tedy nosič (X,Z) je podmno-
žinou {|x| = |z|} = 1 a neńı až na množinu mı́ry nula kartézským
součinem jednotlivých nosič̊u těchto veličin, veličiny X,Z tedy nejsou
nezávislé.

4
Poznámka 4.10. Posledńı př́ıklad ukazuje, že nekorelované náhodné veličiny
s normálńı rozděleńım obecně nemuśı být nezávislé, pokud jejich sdružené
rozděleńı neńı normálńı.

Uvedené ńıže neobsahuje už žádné př́ıklady ani nepomůže při řešeńı
jiných, ale může být užitečné pro pochopeńı zobecněného pojmu podmı́něné
středńı hodnoty, který zavedeme v kapitole 7.

Definice 4.11. Necht’ X : (Ω,A) 7→ (R̄, B̄) je zobecněná reálná náhodná
veličina a B ∈ A je náhodný jev s kladnou pravděpodobnost́ı. Existuje-li

E(X | B) =

∫

Ω

X d PΩ|B ∈ R̄,

pak se E(X | B) nazývá podmı́něnou středńı hodnotou náhodné veličiny
X za podmı́nky jevu B. V opačném př́ıpadě řekneme, že X nemá podmı́ně-
nou středńı hodnotu za podmı́nky B.

Poznámka 4.12. Pokud existuje nepodmı́něná středńı hodnota, potom exis-
tuje i podmı́něná.

Pro výpočet podmı́něné středńı hodnoty plat́ı obdobné tvrzeńı jako pro
nepodmı́něnou.

Tvrzeńı 4.13. Necht’ X je reálná zobecněná náhodná veličina s hodnotami
v (R̄, B̄), B ∈ A je náhodný jev s kladnou pravděpodobnost́ı, h je měřitelná
funkce z (R̄, B̄) do (R̄, B̄), potom plat́ı

E(h(X) | B) =

∫

Ω

h(X) d PΩ|B =

∫

R̄
h(x) d PX|B(x).

Speciálně:

1. pokud existuje podmı́něná hustota fX|B, potom

E(h(X) | B) =

∫

R̄
h(x) · fX|B(x) dx,
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2. pokud X je diskrétńı náhodná veličina s hodnotami ve spočetné mno-
žině A, potom

E(h(X) | B) =
∑
a∈A

h(a) · P (X = a | B) .

V ještě speciálněǰśım př́ıpadě, když h je identické zobrazeńı, dostáváme
následuj́ıćı vzorce:

1. E(X | B) =
∫
R̄ x · fX|B(x) dx,

2. E(X | B) =
∑

a∈A a · P (X = a | B) .
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Kapitola 5

Vytvořuj́ıćı funkce

Připomeňme si, že středńı hodnota reálné náhodné veličiny je v podstatě in-
tegrál, proto rozš́ı̌reni tohoto pojmu pro př́ıpad komplexńı náhodné veličiny
je obdobné tomu, jak se to dělá u integrál̊u.

Definice 5.1. Necht’ X je náhodná veličina s hodnotami v C, potom jej́ı
středńı hodnotou nazveme č́ıslo

EX = EReX + ıEImX,

pokud obě středńı hodnoty na pravé straně výrazu existuj́ı a jsou konečné.
V opačném př́ıpadě řekneme, že X nemá středńı hodnotu.

Definice 5.2. Vytvořuj́ıćı funkćı reálné diskrétńı náhodné veličiny X
nabývaj́ıćı hodnot pouze z N0 = N ∪ {0} nazveme funkci ψX komplexńı
proměnné definovanou na uzavřeném jednotkovém kruhu vztahem

ψX(s) = EsX , s ∈ C, |s| ≤ 1.

Poznámka 5.3. Označme pro náhodnou veličinu X z definice 5.2 a pro n ∈
N0 P (X = n) = pn, potom plat́ı

EsX =
+∞∑
n=0

P (X = n) · sn =
+∞∑
n=0

pn · sn. (5.1)

Dále
+∞∑
n=0

pn · 1n = 1, tedy řada (5.1) konverguje absolutně na jednotkové

kružnici v komplexńı rovině. Z toho plyne, že konverguje absolutně i na
uzavřeném jednotkovém kruhu a definice vytvořuj́ıćı funkce je korektńı.

40



Z vět o derivaci a integraci mocninné řady člen po členu plyne následuj́ıćı
tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.4. [viz [P],str.136] Pokud X je náhodná veličina nabývaj́ıćı pouze
nezáporných celých hodnot a EsX je jej́ı vytvořuj́ıćı funkce, pak

E[X(X − 1) . . . (X − (k − 1))] = E
[
X(X − 1) . . . (X − (k − 1))sX−k

]∣∣
s=1

= E
(
∂k

∂ks
sX
)∣∣∣∣

s=1−
=

∂k

∂ks
EsX

∣∣∣∣
s=1−

.

Př́ıklad 5.1. Spočtěte vytvořuj́ıćı funkci, středńı hodnotu a rozptyl ná-
hodné veličiny s

1. geometrickým rozděleńım s parametrem p,

2. Poissonovým rozděleńım s parametrem λ,

3. binomickým rozděleńım řádu n s parametrem p,

4. negativně binomickým rozděleńım s parametry p, q (q = 1− p), r.
Poznámka 5.5. Při vyšetřeńı negativně binomického rozděleńı budeme po-
třebovat použ́ıt následuj́ıćı d̊usledek zobecněné binomické věty.

∀x ∈ C, |x| < 1, ∀r ∈ R 1

(1− x)r
=

+∞∑

k=0

(
r + k − 1

k

)
xk, (5.2)

kde
(
r+k−1
k

)
znač́ı takzvaný zobecněný binomický koeficient definovaný pro

z ∈ R, n ∈ N0 takto:

(
z

n

)
=
z · (z − 1) · (z − 2) . . . · (z − (n− 1))

n!
.

Řešeńı. 1. Pro geometrické rozděleńı pn = p · (1− p)n, n ∈ N0, pak

EsX =
+∞∑
n=0

p · (1− p)n · sn = p ·
+∞∑
n=0

((1− p) · s)n

=
p

1− (1− p) · s.
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S využit́ım tvrzeńı 5.4 vypočteme středńı hodnotu a rozptyl náhodné
veličiny X.

EX =
∂

∂s

p

1− (1− p)s

∣∣∣∣
s=1−

=
p(1− p)

(1− (1− p)s)2

∣∣∣∣
s=1−

=
1− p
p

,

E(X2 −X) =
∂

∂s

p(1− p)
(1− (1− p)s)2

∣∣∣∣
s=1−

=
2p(1− p)2

(1− (1− p)s)3

∣∣∣∣
s=1−

=
2(1− p)2

p2
,

var X = EX2 − (EX)2 = E(X2 −X) + EX − (EX)2 =

=
2(1− p)2

p2
+

1− p
p
−
(

1− p
p

)2

=
1− p
p2

.

2. Pro Poissonovo rozděleńı pn =
λn

n!
e−λ, pak

EsX =
+∞∑
n=0

λn

n!
e−λ · sn = e−λ ·

+∞∑
n=0

(λ · s)n
n!

= e−λ · eλs = eλs−λ.

S využit́ım tvrzeńı 5.4 vypočteme středńı hodnotu a rozptyl náhodné
veličiny X.

EX =
∂

∂s
eλs−λ

∣∣∣∣
s=1−

= λeλs−λ
∣∣
s=1− = λ,

E(X2 −X) =
∂

∂s
λ eλs−λ

∣∣∣∣
s=1−

= λ2eλs−λ
∣∣
s=1− = λ2,

var X = EX2 − (EX)2 = E(X2 −X) + EX − (EX)2

= λ2 + λ− λ2 = λ.

3. Pro binomické rozděleńı pk =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n, pak

EsX =
+∞∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−ksk =

+∞∑

k=0

(
n

k

)
(ps)k(1− p)n−k

= (ps+ (1− p))n.

S využit́ım tvrzeńı 5.4 vypočteme středńı hodnotu a rozptyl náhodné
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veličiny X.

EX =
∂

∂s
(ps+ (1− p))n

∣∣∣∣
s=1−

= pn(ps+ (1− p))n−1
∣∣
s=1− = pn,

E(X2 −X) =
∂

∂s
pn(ps+ (1− p))n−1

∣∣∣∣
s=1−

= p2n(n− 1)(ps+ (1− p))n−2
∣∣
s=1− = p2n(n− 1),

var X = EX2 − (EX)2 = E(X2 −X) + EX − (EX)2

= p2n(n− 1) + pn+ (pn)2 = np(1− p).

4. Pro negativně binomické rozděleńı pk =
(
r+k−1
k−1

)
prqk, k ∈ N0, pak

EsX =
+∞∑
n=0

(
r + k − 1

k − 1

)
prqksk = pr ·

+∞∑
n=0

(
r + k − 1

k − 1

)
(qs)k

(5.2)
= pr(1− qs)−r.

S využit́ım tvrzeńı 5.4 vypočteme středńı hodnotu a rozptyl náhodné
veličiny X.

EX =
∂

∂s
pr(1− qs)−r

∣∣∣∣
s=1−

= prrq(1− qs)−r−1
∣∣
s=1− =

q

p
· r,

E(X2 −X) =
∂

∂s
prrq(1− qs)−r−1

∣∣∣∣
s=1−

= prr(r + 1)q2(1− qs)−r−1
∣∣
s=1−

=

(
q

p

)2

r(r + 1),

var X = EX2 − (EX)2 = E(X2 −X) + EX − (EX)2 =

=
q2

p2
r(r + 1) +

q

p
· r − q2

p2
r2 =

q

p
· r
(
q + p

q

)
=

q

p2
· r.

4

Součet mocninné řady s kladným poloměrem konvergence jednoznačně
určuje jej́ı koeficienty. Z této skutečnosti plyne následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.6. Rozděleńı náhodné veličiny s pouze nezápornými celými hod-
notami je jednoznačně určeno jej́ı vytvořuj́ıćı funkćı.

43



Tvrzeńı 5.7. Vytvořuj́ıćı funkce součtu dvou nezávislých náhodných veličin
nabývaj́ıćı pouze nezáporných celých hodnot se rovná součinu jejich vytvořu-
j́ıćıch funkćı.

Posledńı tvrzeńı je skoro zřejmé, uvedeme však krátký d̊ukaz. Necht’

X1, X2 jsou nezávislé náhodné veličiny nabývaj́ıćı pouze nezáporných celých
hodnot, potom

EsX1+X2 = E(sX1 · sX2)
nez.
= EsX1 · EsX2 ,

odkud dokazované tvrzeńı př́ımo plyne.

Př́ıklad 5.2. Pomoćı vytvořuj́ıćıch funkćı ukažte, že

1. pokud náhodné veličiny X1, X2 jsou nezávislé s binomickým rozděle-
ńım s parametry (n1, p) a (n2, p), pak součet X1 + X2 má binomické
rozděleńı s parametry (n1 + n2, p).

2. pokud náhodné veličiny X1, X2 jsou nezávislé s Poissonovým rozděle-
ńım s parametry λ1 a λ2, pak součet X1 +X2 má Poissonovo rozděleńı
s parametrem λ1 + λ2.

3. pokud náhodné veličiny X1, X2 jsou nezávislé s negativně binomickým
rozděleńım s parametry r1 a r2 a se stejnými parametry p, q pak součet
X1 + X2 má negativně binomické rozděleńı s parametrem r1 + r2 a
parametry p, q.

Řešeńı. 1. Necht’ náhodná veličina X má binomické rozděleńı s parame-
trem (n1 + n2, p). Potom

EsX = (ps+ (1− p))n1+n2 = (ps+ (1− p))n1 · (ps+ (1− p))n2

= EsX1 · EsX2 = EsX1+X2 .

T́ım je tvrzeńı dokázáno.

2. Necht’ náhodná veličina X má Poissonovo rozděleńı s parametrem λ1 +
λ2. Potom

EsX = e(λ1+λ2)(s−1) = eλ1(s−1) · eλ2(s−1) = EsX1 · EsX2 = EsX1+X2 .

T́ım je tvrzeńı dokázáno.
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3. Necht’ náhodná veličina X má negativně binomické rozděleńı s para-
metrem r1 + r2 a parametry p, q. Potom

EsX = pr1+r2(1− qs)−r1−r2 = pr1(1− qs)−r1 · pr2(1− qs)−r2
= EsX1 · EsX2 = EsX1+X2 .

T́ım je tvrzeńı dokázáno.

4
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Kapitola 6

Transformace náhodných
veličin

Začneme jednorozměrnou větou o transformaci.

Věta 6.1. Necht’ spojitá reálná náhodná veličina X s hustotou fX skoro jistě
nabývá hodnot z otevřené množiny U. Necht’ dále g je ryze monotónńı reálná
funkce na U, která má na U spojitou nenulovou derivaci, potom Y = g(X)
je spojitá náhodná veličina s hustotou

fY (y) =

{
fX(g−1(y)) · |(g−1)′(y)|, y ∈ g(U)

0, jinak.

Poznámka 6.2. Pokud explicitńı vyjádřeńı g−1 a (g−1)′ jsou přirozeně de-
finovány na celém R, potom mı́sto rozlǐseńı př́ıpad̊u y ∈ g(U) a y /∈ g(U)
m̊užeme vzorec z věty o transformaci vynásobit indikátorem množiny g(U)
a t́ım dostaneme jednodušš́ı vyjádřeńı. Konkrétně to uvid́ıme jǐz na daľśım
př́ıkladě.

Př́ıklad 6.1. Necht’ náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na inter-
valu (0, 1). Najděte rozděleńı náhodné veličiny Y = Xα, kde α > 0.

Řešeńı. X má otevřený nosič (0, 1) a hustotu fX(x) = I(0,1)(x). Funkce
g(x) = xα je rostoućı a má spojitou a nenulovou derivaci na intervalu (0, 1).

Dále g−1(y) = y1/α, I(0,1)(y
1/α) = I(0,1)(y) pro y ∈ (0, 1),

g((0, 1)) = (0, 1), |(g−1)′(y)| =
∣∣∣∣ 1
α
y

1−α
α

∣∣∣∣ = 1
α
y

1−α
α .
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Veličina Y tedy má hustotu

fY (y) = I(0,1)(y) · 1

α
y

1−α
α · I(0,1)(y) =

1

α
y

1−α
α · I(0,1)(y).

4
Často nevystač́ıme s transformacemi reálných náhodných veličin, ale

potřebujeme transformovat reálný náhodný vektor, proto potřebujeme větu
o transformaci rozš́ı̌rit pro tento př́ıpad.

Věta 6.3. Necht’ reálný náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn) s hustotou fX
skoro jistě nabývá hodnot z otevřené množiny U ⊂ Rn. Necht’ dále g je
prosté a regulárńı zobrazeńı z U do Rn, potom Y = g(X) je spojitý náhodný
vektor s hustotou

fY(y) =

{
fX(g−1(y)) · | det Jg−1(y)|, y ∈ g(U)

0, jinak.

Poznámka 6.4. Symbol Jg použitý ve větě 6.3 označuje Jacobiho matici
funkce g - matici parciálńıch derivaćı funkce g, to jest

Jg =




∂g1

∂x1

. . .
∂g1

∂xn
...

. . .
...

∂gn
∂x1

. . .
∂gn
∂xn



.

Determinantu Jacobiho matice se ř́ıká jacobián.

Poznámka 6.5. Připomeňme si, že zobrazeńı na otevřené množině U ⊂ Rn
se nazývá regulárńı, pokud na této množině má všechny parciálńı derivace,
tyto derivace jsou spojité a jacobián tohoto zobrazeńı je nenulový na U .

Poznámka 6.6. Funkci g, která je prostá a regulárńı se ř́ıká difeomorfi-
zmus nebo difeomorfńı zobrazeńı. Plat́ı, že g je difeomorfńı na otevřené
množině U právě tehdy, když g−1 je difeomorfńı na g(U). Z toho plyne,
že pokud g je prostá, pak stač́ı př́ıslušné podmı́nky ověřit pro g−1, což ušetř́ı
čas, nebot’ při vypočtu hustoty transformovaného vektoru potřebujeme spoč́ıst
det Jg−1(y). Občas se ale naopak vyplat́ı ověřit podmı́nky př́ımo pro g a pak
použit rovnost

det Jg−1(y) =
1

det Jg(g−1(y))
.
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Poznámka 6.7. Občas budeme uvažovat transformaci, která je definována
pouze skoro všude. Např́ıklad pod́ıl dvou náhodných veličin s rovnoměrným
rozděleńım na intervalu [−1, 1] neńı definován pro nulovou hodnotu jmeno-
vatele. Ten ale nuly nabývá s nulovou pravděpodobnost́ı, tedy na množině
mı́ry nula, proto ř́ıkáme, že pod́ıl je definován skoro všude.

V podobných př́ıpadech považujeme transformaci za nějakým zp̊usobem
definovanou na doplňku svého přirozeného definičńıho oboru a nebude nás
zaj́ımat, jak přesně je tam definována. Pro jednoduchost m̊užeme představo-
vat, že nedefinované hodnoty jsou nahrazeny nulou. Klidně ale mohly by být
nahrazeny č́ıslem π nebo osmičkou, nemuśı to být ani konstanta. D̊uvodem,
proč je nám v́ıceméně lhostejně, jak je uvažovaná transformace dodefinována,
je rovnost rozděleńı náhodných veličin skoro jistě se rovnaj́ıćıch.

Př́ıklad 6.2. Necht’ náhodný vektor X má rovnoměrné rozděleńı na jednot-
kovém kruhu v reálné rovině. Najděte rozděleńı vektoru (R,Φ), kde (R,Φ)
jsou polárńımi souřadnicemi X.

Řešeńı. Označme otevřený jednotkový kruh jako U, pak U je nosičem
X, λ2(U) = π a X tedy má hustotu

fX(x) =
1

π
IU(x), x ∈ R2.

Funkce g(x, y) = (|(x, y)|, arg (x, y)) je prostá na U, ale neńı na něm spojitá.
To vyřeš́ıme tak, že budeme uvažovat jiný nosič U ′ = U\(−1, 0]. Na U ′ g
je prostá a spojitá. g(U ′) = (0, 1)×(−π, π). Pro (r, φ) z g(U) pak

| det Jg−1(r, φ)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |r cos2 φ+ r sin2 φ| = |r| = r.

Tedy det Jg−1 6= 0 a g−1 má spojité parciálńı derivace na (0, 1)×(−π, π),
tud́ıž g je difeomorfńı na U ′. Vektor (R,Φ) tedy má hustotu

fR,Φ(r, φ) =
1

π
IU(r cosφ, r sinφ) · r · I(0,1)×(−π,π)(r, φ) =

r

π
· I(0,1)×(−π,π)(r, φ).

4
Př́ıklad 6.3. Necht’ X a Y jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny
s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (0, 1). Určete rozděleńı náhodného
vektoru (X + Y,X − Y ).
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Řešeńı. Náhodné veličiny X,Y maj́ı stejné hustoty fX = fY = I(0,1). Jsou
nav́ıc nezávislé, tedy pro jej́ıch sdruženou hustotu plat́ı

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y) = I(0,1)2(x, y).

Množina U = (0, 1)2 je otevřeným nosičem vektoru (X,Y ).
Funkce g(x, y) = (x+ y, x− y) je prostá na U (je dokonce prostá na R2),

g−1(u, v) =
(

1
2
(u+ v), 1

2
(u− v)

)
. Inverzńı funkce g−1 je také prostá na R2,

tedy
g(U) = {(u, v) ∈ R2, 0 < u+ v < 2, 0 < u− v < 2}.

Indikátor Ig(U)(y) je již zahrnut v f(g−1(y)). Na g(U)

| det Jg−1(u, v)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1/2 1/2
1/2 −1/2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = | − 1/2| = 1/2.

Tedy det Jg−1 6= 0 a g−1 má spojité parciálńı derivace na g((0, 1)2), tud́ıž g
je difeomorfńı. Vektor (X + Y,X − Y ) = (U, V ) tedy má hustotu

fU,V (u, v) = I(0,1)2

(
u+ v

2
,
u− v

2

)
· 1

2
=

1

2
I(0,2)2(u+ v, u− v).

4
Poznámka 6.8. Občas potřebujeme zjistit rozděleńı veličiny, která je trans-
formaćı náhodného vektoru na reálnou náhodnou veličinu. Věta o trans-
formaci nám neumožňuje to udělat př́ımo, ale dá se to obej́ıt tak, že za
jednu složku funkce g z věty o transformace zvoĺıme potřebnou transformaci
a ostatńı bud’ ponecháme bez změny nebo změńıme tak, jak je to v konkrétńım
př́ıpadě pohodlné. Pokud např́ıklad potřebujeme zjistit rozděleńı veličiny X−
Y, pak za g m̊užeme zvolit funkci g(x, y) = (x− y, y).

Př́ıklad 6.4. Bud’ (X,Y ) spojitý náhodný vektor s hustotou f. Najděte
rozděleńı náhodné veličiny X + Y.

Řešeńı. Necht’ g(x, y) = (x+ y, y), potom g je zřejmě difeomorfńı na R2,
g−1(u, v) = (u− v, v) a na g(R2) = R2

| det Jg−1(u, v)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 −1
0 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |1| = 1.

Vektor (X + Y, Y ) = (U, V ) tedy má hustotu fU,V (u, v) = f(u − v, v) · 1 =
f(u− v, v) a X + Y má hustotu

fX+Y (u) =

∫

R
f(u− v, v) dv.
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Př́ıklad 6.5. Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny s hustotou

f(x) =
1

2
e−|x|.

Spočtěte hustotu náhodné veličiny X + Y.

Řešeńı. X, Y jsou nezávislé, tedy jej́ıch sdružená hustota je součinem mar-
ginálńıch: fX,Y (x, y) = 1

4
e−(|x|+|y|). Použijeme výsledek př́ıkladu 6.4:

fX+Y (u) =

∫

R

1

4
e−(|u−v|+|v|) dv.

Rozděĺıme dále dva př́ıpady:
Necht’ u > 0, potom

fX+Y (u) =
1

4




0∫

−∞

e−(u−v−v) dv +

u∫

0

e−(u−v+v) dv +

+∞∫

u

e−(v−u+v) dv




=
1

4


e−u

0∫

−∞

e2v dv + e−u
u∫

0

1 dv + eu
+∞∫

u

e−2v dv




=
1

4

(
e−u

[
1

2
e2v

]0

v=−∞
+ e−u [x]uv=0 + eu

[
−1

2
e−2v

]+∞

v=u

)

=
1

4

(
1

2
e−u + ue−u +

1

2
e−u
)

=
1

4
e−u(1 + u).

Necht’ u < 0, potom ze sudosti fX+Y (ta se jednoduše ukáže pomoćı
substituce w = −v) plyne

fX+Y (u) =
1

4
eu(1− u).

Stručně tedy můžeme zapsat hustotu fX+Y následovně:

fX+Y (u) =
1

4
e−|u|(1 + |u|).

4
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Př́ıklad 6.6. Dokažte: jsou-li X diskrétńı a Y spojitá nezávislé náhodné
veličiny, pak jej́ıch součet je spojitá náhodná veličina.

Řešeńı. Necht’ X nabývá pouze hodnot xn, n ∈ N a P (X = xn) = pn, n ∈ N
a necht’ Y má hustotu fy. Potom

P (X + Y ≤ z) =
∑

n∈N
P (Y ≤ z − xn | X = xn) · P (X = xn)

nez.
=
∑

n∈N
P (Y ≤ z − xn) · P (X = xn) =

∑

n∈N
pn

z−xn∫

−∞

fY (y) dy

=
∑

n∈N
pn

z∫

−∞

fY (t− xn) dt =

z∫

−∞

∑

n∈N
pnfY (t− xn) dt.

Podařilo se nám tedy zapsat distribučńı funkci veličiny X+Y v bodě z jako
integrál z nezáporné funkce

h(t) =
∑

n∈N
pnfY (t− xn)

v meźıch −∞ a z, pak h je hustotou náhodné veličiny X + Y a X + Y je
spojitá.

4
Daľśım zobecněńım věty o transformaci je jej́ı rozš́ı̌reńı na př́ıpad po

částech difeomorfńı transformace.

Věta 6.9. Necht’ X je reálný náhodný vektor s hustotou fX a necht’ pro
otevřené disjunktńı Gn, n ∈ N plat́ı, že P

(
X ∈ ⋃+∞

n=1Gn

)
= 1. Necht’ dále

g je zobrazeńı z G do Rn difeomorfńı na každé z množin Gn. Označme
gn = g|Gn , potom Y = g(X) je spojitý náhodný vektor s hustotou

fY =
+∞∑
n=1

fY,n, kde

fY,n(y) =

{
fX(g−1

n (y)) · | det Jg−1
n

(y)|, pokud y ∈ g(Gn)

0, jinak.
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Př́ıklad 6.7. Reálný náhodný vektor (X,Y ) má spojité rozděleńı s hustotou

f(x, y) =





x+ y

2
pokud 0 < x < 1, 0 < y < 1

x+ y + 1

2
pokud 0 < x < 1,−1 < y < 0

0, jinak.

1. Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

2. Jsou náhodné veličiny |X| a |Y | nezávislé?

Řešeńı. 1. Nejprve vypočteme marginálńı hustotu veličiny X.

fX(x) =

∫ 1

0

x+ y

2
dy +

∫ 0

−1

x+ y + 1

2
dy

=

[
1

2
xy +

1

4
y2

]1

y=0

+

[
1

2
xy +

1

4
y2 +

1

2
y

]0

y=−1

=
1

2
x+

1

4
+

1

2
x− 1

4
+

1

2
= x+

1

2
,

pokud 0 < x < 1,

fX(x) = 0, pokud x ≤ 0 nebo x ≥ 1.

Ted’ spočteme marginálńı hustotu veličiny Y.

fY (y) =

∫ 1

0

x+ y

2
dx =

[
1

2
xy +

1

4
x2

]1

x=0

=
1

2
y +

1

4
,

pokud 0 < y < 1,

fY (y) =

∫ 1

0

x+ y + 1

2
dx =

[
1

2
xy +

1

4
x2 +

1

2
x

]1

x=0

=
1

2
y +

3

4
,

pokud − 1 < y ≤ 0,

fY (y) = 0, pokud y ≤ −1 nebo y ≥ 1.

Abychom dokázali, že veličiny X, Y nejsou nezávislé, muśıme ukázat,
že součin jej́ıch marginálńıch hustot se nerovná sdružené hustotě na
množině nenulové mı́ry. Necht’ U = (0, 1)2, potom λ2(U) 6= 0 a pro
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(x, y) ∈ U plat́ı

fX(x) · fY (y) = fX,Y (x, y)

⇔
(
x+

1

2

)(
1

2
y +

3

4

)
=

1

2
(x+ y)

⇔ 4xy + 2y + 6x+ 3 = 4x+ 4y

⇔ 4xy + 2x = 2y − 3

⇔ x =
2y − 3

2 + 4y
& y 6= −1

2
.

Množina daná posledńı rovnićı má v U mı́ru nula, tedy fX(x) ·fY (y) 6=
fX,Y (x, y) skoro všude na U a X, Y nejsou nezávislé.

2. Najdeme hustotu náhodné veličiny |Y |. P (Y ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)) = 1,
funkce g(y) = |y| je prostá na intervalech (−1, 0) a (0, 1) a má na obou
nich absolutńı hodnotu derivace 1. Veličina |Y | má tedy hustotu

f|Y |(y) = fY (y) · I(0,1)(y) + fY (−y) · I(0,1)(y)

=

(
1

2
y +

1

4
− 1

2
y +

3

4

)
· I(0,1)(y) = I(0,1)(y).

Veličina X je skoro jistě nezáporná, tedy |X| má stejnou hustotu jako
X, to jest

f|X|(x) = (x+ 1/2) · I(0,1)(x).

Dále transformace (x, y) 7→ (|x|, |y|) je zřejmě prostá na množinách
(0, 1) × (0, 1) a (0, 1) × (−1, 0) a na obou nich má absolutńı hodnotu
jacobiánu ∣∣∣∣

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 0
0 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = 1.

Vektor (|X|, |Y |) má tedy hustotu

f|X|,|Y | = (fX,Y (x, y) + fX,Y (x,−y)) · I(0,1)×(0,1)(x, y)

=

(
x+ y

2
+
x− y + 1

2

)
· I(0,1)×(0,1)(x, y)

=
x+ 1

2
· I(0,1)×(0,1)(x, y).

Sdružená hustota vektoru (|X|, |Y |) je součinem marginálńıch, tedy
náhodné veličiny |X|, |Y | jsou nezávislé.
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Př́ıklad 6.8. Bud’te (X, Y ) nezávislé náhodné veličiny se standardńım nor-
málńım rozděleńım. Najděte rozděleńı náhodného vektoru (U, V ), kde U =
X2 + Y 2 a V = X/Y.

Řešeńı. Náhodné veličiny X, Y maj́ı hustoty

fX(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , fY (y) =
1√
2π

e−
y2

2 .

Jsou nezávislé, tedy (X,Y ) má hustotu

fX,Y (x, y) =
1

2π
e−

x2+y2

2 .

Nosičem (X,Y ) je R2. Necht’ pro x, y ∈ R g(x, y) = (x2 + y2, x/y), pak g je
prostá na množinách

G1 = {(x, y) ∈ R2, y < 0} a G2 = {(x, y) ∈ R2, y > 0},
nebot’ dvojice (x2 + y2, x/y) pro y 6= 0 nám vlastně vypov́ıdá o velikosti a
kotangensu argumentu bodu (x, y), což určuje tento bod jednoznačně až na
znaménko y-složky. Dále G1∪G2 je také nosičem (X, Y ) a g(G1) = g(G2) =
(0,+∞)× R.

Pro (x, y) z G1 nebo G2

| det Jg(u, v)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

2x 2y
1/y −x/y2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = | − 2x2/y2 − 2| = 2(x2/y2+1),

tedy g má spojité parciálńı derivace a nenulový jacobián na G1 a G2, tud́ıž
g je na těchto množinách difeomorfńı. Pro (u, v) ∈ (0,+∞)× R

| det Jg−1
|G1

(u, v)| = | det Jg−1
|G2

(u, v)| = 1

2(v2 + 1)
.

Potom (X2 + Y 2, X/Y )
ozn.
= (U, V ) má hustotu

fU,V (u, v) =
1

2π
· I(0,+∞)(u) · e−

u
2

2(v2 + 1)
+

1

2π
· I(0,+∞)(u) · e−

u
2

2(v2 + 1)

=
1

2π(v2 + 1)
e−

u
2 · I(0,+∞)(u).
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Př́ıklad 6.9. Bud’teX1, X2 nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s ex-
ponenciálńım rozděleńım s parametrem 1. Označme Y1 = min (X1, X2) a
Y2 = max (X1, X2).

1. Spočtěte E(Y2 − Y1).

2. Najděte sdruženou hustotu náhodného vektoru (Y1, Y2).

3. Rozhodněte, zda jsou veličiny Y1, Y2 − Y1 nezávislé.

Řešeńı. 1. Plat́ı Y1 +Y2 = min (X1, X2)+max (X1, X2) = X1 +X2, tedy

E(Y1 + Y2) = E(X1 +X2) = EX1 + EX2 = 1 + 1 = 2

E(Y2 − Y1) = E(Y1 + Y2)− 2EY1

zbývá tedy dopoč́ıtat EY1.

Najdeme nejprve distribučńı funkci Y1. Na záporných č́ıslech je zřejmě
nulová. Pro y ≥ 0 plat́ı

FY1(y) = P (Y1 ≤ y) = 1− P (Y1 > y)

= 1− P (min (X1, X2) > y) = 1− P (X1 > y,X2 > y)
nez.
= 1− P (X1 > y) · P (X2 > y) = 1− e−y · e−y = 1− e−2y.

Pak podle tvrzeńı 2.24

EY1 =

+∞∫

0

1− FY1(y) dy =

+∞∫

0

e−2y dy =

[
−1

2
e−2y

]+∞

0

=
1

2
.

Tedy E(Y2 − Y1) = E(Y1 + Y2)− 2EY1 = 2− 1 = 1.

2. Veličiny X,Y maj́ı hustoty

fX(x) = e−x · I(0,+∞)(x) a fY (y) = e−y · I(0,+∞)(y).

Jsou nezávislé, tedy vektor (X,Y ) má hustotu

fX,Y (x, y) = e−(x+y) · I(0,+∞)(x) · I(0,+∞)(y).
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P ((X, Y )∈(0,+∞)2) = 1. Necht’

g(x, y) = (min (x, y),max (x, y)),

potom g je prostá na

G1 = {(x, y)∈(0,+∞)2, x<y} a G2 = {(x, y)∈(0,+∞)2, x>y}

a P ((X,Y ) ∈ G1∪G2) je také 1. Vyšetř́ıme funkci g na těchto dvou
množinách zvlášt’.

(a) Na G1 g(x, y) = (x, y) a pro všechna (u, v) ∈ g(G1) g−1
|G1

(u, v) =

(u, v), pak

| det Jg−1
|G1

(u, v)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 0
0 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |1| = 1 6= 0.

Tedy na g(G1) g−1
|G1

má spojité parciálńı derivace a nenulový Ja-

cobián, tud́ıž g je difeomorfńı na G1. Dále g(G1) = G1.

(b) Na G2 g(x, y) = (x, y) a pro všechna (u, v) ∈ g(G2) g−1
|G2

(u, v) =

(u, v), pak

| det Jg−1
|G2

(u, v)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 0
0 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |1| = 1 6= 0.

Tedy na g(G2) g−1
|G2

má spojité parciálńı derivace a nenulový Ja-

cobián, tud́ıž g je difeomorfńı na G2. Dále g(G2) = G1.

Potom (Y1, Y2) má hustotu

fY1,Y2(u, v) = e−(u+v) · 1 · IG1(u, v) + e−(v+u) · 1 · IG1(u, v)

= 2 e−(v+u) · I(0,+∞)(v) · I(0,v)(u).

3. Necht’ g(x, y) = (x, y− x), potom g je zřejmě difeomorfńı na celém R2

a g(G1) = (0,+∞)2 (připomeňme si, že G1 je nosičem (Y1, Y2).) Dále
g−1(u, v) = (u, u+ v) a

| det Jg−1(u, v)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 0
1 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |1| = 1.
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Potom (Y1, Y2 − Y1)
ozn.
= (U, V ) má hustotu

fU,V (u, v) = 2 e−(u+u+v) · 1 · IG1(u, u+ v) = 2 e−(2u+v) · I(R+)2(u, v).

Integraćı této hustoty se dozv́ıme, že

fU(u) = 2 e−2u · IR+(u) a fV (v) = e−v · IR+(v),

tedy fU,V (u, v) = fU(u) ·fV (v) všude na R2, tud́ıž veličiny Y1 a Y2−Y1

jsou nezávislé.

4

Př́ıklad 6.10. Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným
rozděleńım na intervalu (0, 1). Určete rozděleńı náhodného vektoru (U, V ),
kde U = X/Y a V = X · Y.
Řešeńı. Náhodné veličinyX, Y maj́ı stejné hustoty fX = fY = I(0,1). Z jejich
nezávislosti pak plyne, že

fX,Y (x, y) = I(0,1)2(x, y).

Necht’ g(x, y) = (xy, x/y) na množině A = (0, 1)2, potom g je na A prostá,
pro (u, v) ∈ g(A) plat́ı g−1(u, v) = (

√
uv,
√

v
u
). Na (0, 1)2

| det Jg(x, y)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1/y −x/y2

y x

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |2x/y| = 2x/y.

Tedy det Jg(u, v) 6= 0 na A a g má na této množině spojité parciálńı derivace,
tud́ıž g je difeomorfńı. Dále na g(A)

| det Jg−1(u, v)| = 1/| det Jg(g
−1(u, v))| = 1

/(
2

√
uv√
v/u

)
= 1/2u.

Najdeme g(A). V tomto př́ıkladě to bude o něco obt́ıžněǰśı, než v př́ık-
ladech, které jsme zat́ım řešili. Necht’ (x, y) ∈ A, potom

1. 0 < xy < 1,

2. 0 < xy, 0 < y2 < 1, tedy xy/y2 = x/y < xy,

3. x < 1/x, 0 < y, tedy x/y < 1/xy.
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To jest 0 < xy < x/y < 1/xy, potom

g(A) ⊂ B = {(u, v) ∈ R2, 0 < u < v < 1/u}

Necht’ ted’ (u, v) ∈ B, potom

1. 0 < u < v < 1/u, tedy 0 < uv < v2 < 1, tedy 0 <
√
uv < 1,

2. 0 < u < 1/v < 1/u, tedy 0 < u2 < u/v < 1, tedy 0 <
√
u/v < 1,

3. g(
√
uv,
√
u/v) = (u, v).

T́ım pádem jsme pro každý bod (u, v) z B našli bod (x, y) z A takový,
že g(x, y) = (u, v), to jest g(A) ⊃ B. Vzhledem k výše dokázanému tedy
g(A) = B.

Zároveň g−1(B) = A, tedy IA(g−1(u, v)) = 1 pro (u, v) ∈ B. Ted’ už
máme všechny podklady pro použit́ı věty o transformaci a můžeme naj́ıt
hustotu (XY,X/Y )

ozn.
= (U, V ).

fU,V (u, v) =
1

2u
· IB(u, v).

4
Př́ıklad 6.11. Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciál-
ńım rozděleńım po řadě s parametry µ > 0 a λ > 0, µ 6= λ. Určete rozděleńı
náhodné veličiny Z = exp (X + Y ).

Řešeńı. Náhodné veličiny X, Y maj́ı hustoty

fX(x) = µ e−µx · I(0,+∞)(x), fY (y) = λ e−λy · I(0,+∞)(y),

potom z nezávislosti X a Y plyne, že vektor (X,Y ) má hustotu

fX,Y (x, y) = µλ e−(µx+λy) · I(0,+∞)2(x, y)

a P ((X, Y ) ∈ (0,+∞)2) = 1.
Hledat rozděleńı veličiny Z pomoćı věty o transformaci př́ımo je dost

náročné, proto zjǐstěńı tohoto rozděĺıme budeme dělat ve dvou kroćıch. Nej-
prve použit́ım výsledku př́ıkladu 6.4 najdeme rozděleńı X +Y

ozn.
= T, potom

pomoćı jednorozměrné věty o transformaci najdeme rozděleńı Z.

58



Veličina X + Y má hustotu

fX+Y (u) =

∫

R
µλ e−(µ(u−v)+λv) · I(0,+∞)2(u− v, v) dv

=

∫

R
µλ e−µu e(µ−λ)v · I{0<v<u}(u, v) dv

= µλ e−µu · I(0,+∞)(u) ·
u∫

0

e(µ−λ)v dv

= µλ e−µu · I(0,+∞)(u) ·
[

1

µ− λe
(µ−λ)v

]u

0

= µλ e−µu · I(0,+∞)(u) · (e(µ−λ)u − 1)

=
µλ

µ− λ(e−λu − e−µu) · I(0,+∞)(u).

Dále P (T ∈ R+) = 1. Necht’ g(u) = eu pro u > 0, potom g je difeomorfńı
na R+, g(R+) = (1,+∞). Pro z>1 (g−1)′(z) = (log z)′ = 1/z. Pak pro z>1

fZ(z) =
µλ

µ− λ(e−λ log z − e−µ log z) · 1

z
=

µλ

µ− λ(z−λ − z−µ) · 1

z
.

Pro z ≤ 1 dostáváme fZ(z) = 0.

4
Př́ıklad 6.12. Necht’ Φ a R jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným
rozděleńım na intervalech (0, 2π) a (0, 1) po řadě. Spočtěte hustotu náhodné
veličiny T = R · tan Φ.

Řešeńı. Náhodné veličiny Φ a R maj́ı hustotu

fΦ(φ) =
1

2π
· I(0,2π)(φ), fR(r) = I(0,1)(r).

Protože jsou tyto veličiny nezávislé, vektor (R,Φ) má hustotu

fR,Φ =
1

2π
· I(0,1)×(0,2π).

Označme G = G1 ∪G2 ∪G3, kde

G1 = (0, 1)×(0, π/2),

G2 = (0, 1)×(π/2, 3π/2),

G3 = (0, 1)×(3π/2, 2π).
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Potom P ((R,Φ) ∈ G) = 1, funkce g(r, φ) = (r, r · tanφ) je prostá na
každé z množin G1, G2, G3 a plat́ı:

g(G1) = (0, 1)× (0,+∞),

g(G2) = (0, 1)× R,
g(G3) = (0, 1)× (−∞, 0),

nebot’

tan ((0, π/2)) = (0,+∞),

tan ((π/2, 3π/2)) = R,
tan ((3π/2, 2π)) = (−∞, 0).

Pro (r, φ) z G1, G2 nebo G3

| det Jg(r, φ)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 0
tanφ r/ cos2 φ

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = r/ cos2 φ,

tedy g má spojité parciálńı derivace a nenulový jacobián na G1, G2 a G3,
tud́ıž je na těchto množinách difeomorfńı.

Pro (u, v) ∈ (0, 1)× (0,+∞)

| det Jg−1
|G1

(u, v)| = 1/| det Jg(g
−1
|G1

(u, v))| = 1

u
cos2

(
arctan

v

u

)
.

Pak z rovnosti cos2 x =
1

tan2 x+ 1
plyne, že

| det Jg−1
|G1

(u, v)| = 1
v2

u2 + 1

1

u
=

u

v2 + u2
.

Pro (u, v) ∈ (0, 1) × R g−1
|G2

= (u, arctan v/u + π), pak se stejně jako
v prvńım př́ıpadě ukáže, že

| det Jg−1
|G2

(u, v)| = u

v2 + u2
.

Pro (u, v) ∈ (0, 1) × (−∞, 0) g−1
|G3

= (u, arctan v/u + 2π), pak se stejně
jako v prvńım př́ıpadě ukáže, že

| det Jg−1
|G3

(u, v)| = u

v2 + u2
.
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Potom (R,R · tan Φ)
ozn.
= (U, V ) má hustotu

fU,V (u, v) =
1

2π

u

u2 + v2
· I(0,1)(u) · (I(0,+∞)(v) + IR(v) + I(−∞,0)(v))

s.v.
=

1

2π

2u

u2 + v2
I(0,1)(u),

pokud u2 + v2 6= 0 a fU,V (u, v) = 0 jinak.
Ted’ integraćı vypočteme hustotu fV náhodné veličiny R · tan Φ = V

fV (v) =
1

2π

1∫

0

2u

u2 + v2
du =

1

2π

[
log (u2 + v2)

]1
t=0

=
1

2π
log (1 +

1

v2
),

pokud v 6= 0 a fV (v) = 0 jinak.

4
Př́ıklad 6.13. Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným
rozděleńım na intervalu (0, 1). Spočtěte hustotu náhodné veličiny log (X · Y ).

Řešeńı. Vektor (X,Y ) má hustotu I(0,1)2 , jeho nosičem je (0, 1)2.
Necht’ pro (x, y) ∈ (0, 1)2 g(x, y) = (xy, y), potom g je prostá na (0, 1)2

a
g((0, 1)2) = {0 < u < v < 1} ozn.

= B.

Dále pro (x, y) ∈ (0, 1)2

| det Jg(x, y)| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
y x
0 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |y| = y,

tedy g má spojité parciálńı derivace a nenulový jacobián na (0, 1)2, tud́ıž je
na této množině difeomorfńı.

Pro (u, v) ∈ B plat́ı g−1(u, v) = (u/v, v) a

| det Jg−1(u, v)| = 1/| det Jg(u/v, v)| = 1/v.

Pak (X · Y, Y )
ozn.
= (U, V ) má hustotu

fU,V (u, v) =

{
1/v, pokud 0 < u < v < 1

0, jinak.
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∫ 1

u

1/v dv = [log v]1u = − log u = log 1/u.

Veličina X · Y má tedy hustotu

fU(u) =

{
log 1/u, pokud 0 < u < 1

fU(u) = 0, jinak.

Pomoćı jednorozměrné věty o transformaci ted’ najdeme rozděleńı veli-
činy logU

ozn.
= Z. Nosičem U je interval (0, 1). Necht’ pro u ∈ (0, 1) g(u) =

log u, potom g je prostá a rostoućı na (0, 1) a g((0, 1)) = (−∞, 0). Dále pro
u ∈ (0, 1) g′(u) = 1/u 6= 0, tedy g má na (0, 1) spojitou nenulovou derivaci.

Pro z<0 plat́ı (g−1(z))′ = (ez)′ = ez. Veličina logX · Y = Z = g(U) má
potom hustotu

fZ(z) = log (e−z)ez · I(−∞,0)(z) = −z ez · I(−∞,0)(z).

4

Př́ıklad 6.14. Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciál-
ńım rozděleńım s parametrem 1. Spočtěte hustoty náhodných veličin

1.
Y

X
, 2.

X

X + Y
.

Řešeńı. 1. Vektor (X, Y ) má hustotu

fX,Y (x, y) = e−(x+y) · I(0,+∞)2(x, y).

Nosičem (X,Y ) je (0,+∞)2.Necht’ pro x > 0, y > 0 g(x, y) = (x, y/x),
pak g je prostá na (0,+∞)2. Dále g((0,+∞)2) = (0,+∞)2. Pro u >
0, v > 0 plat́ı g−1(u, v) = (u, uv) a

| det J−1
g (u, v)| =

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1 0
v u

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = |u| = u

a g−1 má spojité parciálńı derivace a nenulový jacobián na (0,+∞)2,
tud́ıž je na této množině difeomorfńı. Veličina (X, Y/X)

ozn.
= (U, V ) má

pak hustotu
fU,V (u, v) = e−(u+uv)u · I(R+)2(u, v)
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a pro hustotu fV veličiny V pak plat́ı

fV (v) =

+∞∫

0

e−(u+uv)u du

=

[
− 1

1 + v
e−(u+uv)u

]+∞

u=0

+

+∞∫

0

1

1 + v
e−(u+uv) du

= 0− 0 +

[
− 1

(1 + v)2
e−(u+uv)

]+∞

u=0

=
1

(1 + v)2

pro v > 0, fV (v) = 0 jinak. Stručně

fV (v) =
1

(1 + v)2
I(0,+∞)(v).

2. Najdeme rozděleńı
X

X + Y
ozn.
= Z jako jednorozměrnou transformaci

veličiny V = Y/X.

Nosičem V je (0,+∞). Necht’ pro v > 0 g(v) =
1

1 + v
, potom g je

klesaj́ıćı na (0,+∞) a g((0,+∞)) = (0, 1). Pro 0 < z < 1

g−1(z) = 1/z − 1, |(g−1(z))′| =
∣∣∣∣−

1

z2

∣∣∣∣ =
1

z2
,

tedy g má na (0, 1) spojitou nenulovou derivaci. Pro hustotu fZ veličiny

Z =
X

X + Y
=

1

1 +X/Y
=

1

1 + V

plat́ı potom

fZ(z) =
1

(1 + 1
z
− 1)2

· 1

z2
= 1,

pokud 0 < z < 1, fZ(z) = 0 jinak. Stručně

fZ(z) = I(0,1)(z).

to jest Z má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1).

4
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Kapitola 7

Podmiňováńı

Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor. Označme potom

L(Ω,A, P)

množinu všech reálných náhodných veličin na tomto prostoru a pro p ≥ 1
necht’

Lp(Ω,A, P) = {X ∈ L(Ω,A, P), E|X|p < +∞}.
Pak L1(Ω,A, P) je množina náhodných veličin s konečnou středńı hodnotou.
Pokud to nevede k nejasnostem, označeńı můžeme zkrátit do L(Ω),Lp(Ω)
nebo i do L,Lp.

Definice 7.1. Necht’ X ∈ L1(Ω,A, P) a F ⊂ A je σ-algebra. Necht’ dále pro
Z ∈ L(Ω,F , P|F) plat́ı, že

∫

B

Z dP =

∫

B

X dP ∀B ∈ F ,

potom Z nazveme podmı́něnou středńı hodnotou X za podmı́nky F .
Poznámka 7.2. Budeme využ́ıvat následuj́ıćı konvence, která se lǐśı od kon-
vence použ́ıvané v [L]. Pokud X, Y jsou náhodné veličiny, F je σ-algebra a
ṕı̌seme

E(X | F) = Y,

pak t́ım mı́ńıme, že náhodná veličina Y je podmı́něnou středńı hodnotou
veličiny X za podmı́nky F a nemuśı nutně platit Z = Y pro každou náhodnou
veličinu Z, která je podmı́něnou středńı hodnotou veličiny X za podmı́nky F .
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Pokud ṕı̌seme
E(X | F) = Y s.j.,

pak t́ım mı́ńıme, že pokud náhodná veličina Z je podmı́něnou středńı hodno-
tou veličiny X za podmı́nky F , potom Y = Z s.j., a nemuśı platit, že Y je
podmı́něnou středńı hodnotou veličiny X za podmı́nky F .

Naj́ıt E(X | F) znamená naj́ıt náhodnou veličinu Z, aby platilo

E(X | F) = Z.

Tvrzeńı 7.3. Pokud E(X | F) = Y s.j. a Y je F-měřitelná, potom plat́ı
E(X | F) = Y.

Tvrzeńı 7.4. Za podmı́nek definice 7.1 podmı́něná středńı hodnota vždy
existuje a je určena skoro jistě jednoznačně. Pokud X = Z skoro jistě a

E(X | F) = Y,

potom i
E(Z | F) = Y.

Definice 7.5. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor. Jev A ∈ A
nazveme

1. atomem σ-algebry A, jestliže A 6= ∅ a pro každou B ∈ A podmnožinu
A plat́ı: bud’ A = B nebo B = ∅.

2. atomem pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A, P), jestliže P (A) 6= 0
a pro každou B ∈ A podmnožinu A plat́ı: bud’ P (B) = P (A) nebo
P (B) = 0.

Na atomu σ-algebry nebo pravděpodobnostńıho prostoru můžeme spo-
č́ıtat podmı́něnou středńı hodnotu poměrně jednoduše.

Věta 7.6 (viz [L], str. 44). Necht’ X ∈ L1(Ω,A, P) a F ⊂ A je σ-algebra.
Necht’ B ∈ F , P (B) 6= 0 a B je atom (Ω,A, P) nebo A, potom plat́ı

E(X | B) =
1

P (B)

∫

B

X dP ∀ω ∈ B.

Poznámka 7.7. V př́ıpadě, že v posledńı větě B je atomem A, pak př́ıslušná
rovnost plat́ı na B pro libovolnou náhodnou veličinu Y takovou, že Y =
E(X | S).
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Př́ımým d̊usledkem posledńı věty je následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.8. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor a {Bi, i ∈ I}
bud’ pro nějakou spočetnou neprázdnou I ⊂ N disjunktńı měřitelný (Bi ∈ A
pro všechna i ∈ I) rozklad Ω, přičemž P (Bi) 6= 0 ∀i ∈ I. Necht’ dále F =
σ({Bi, i ∈ I}), potom plat́ı

E(X | F) =
∑
i∈I

1

P (Bi)

∫

Bi

X dP · IBi(ω), ω ∈ Ω.

Př́ıklad 7.1. Bud’ (Ω,A, P ) = ((0, 1],B((0, 1]), λ|(0,1]) a pro n ∈ N bud’ Fn
σ-algebra generovaná intervaly ((k−1)·2−n, k ·2−n], k = 1, . . . , 2n. Pro funkci
f ∈ L1(Ω) najděte E(f | Fn).

Řešeńı. Stač́ı si uvědomit, že {((k − 1) · 2−n, k · 2−n], k = 1, . . . , 2n} je roz-
kladem (0, 1], potom

E(f | F) =
n∑

k=1

2−n
k·2−n∫

(k−1)·2−n
f dx · I((k−1)·2−n,k·2−n](x), x ∈ (0, 1].

4
Následuj́ıćı věta obsahuje základńı vlastnosti podmı́něné středńı hodnoty.

Věta 7.9 (viz [L], str. 41). Necht’ X, Y ∈ L1(Ω,A, P) a C ⊂ F ⊂ A jsou
σ-algebry, a, b, c jsou č́ısla z R, potom

1. E(aX + bY + c | F) = aE(X | F) + bE(Y | F) + c,

2. pokud X ≤ Y s.j., potom E(X | F) ≤ E(Y | F) s.j.,

3. E(E(X | F)) = EX,

4. pokud X je F-měřitelná, potom E(X | F) = X,

5. E(E(X | C) | F) = E(E(X | F) | C) = E(X | C),
6. pokud F a σ(X) jsou nezávislé, potom E(X | F) = EX.

Podmiňováńı náhodnou veličinou je podmiňováńı σ-algebrou j́ı genero-
vanou.
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Definice 7.10. Necht’ X ∈ L1((Ω,A, P)) a Y : (Ω,A, P) 7→ (S,S) jsou
náhodné veličiny, potom náhodnou veličinu

E(X | Y ) = E(X | σ(Y ))

nazveme podmı́něnou středńı hodnotou veličiny X za podmı́nky Y.

Poznámka 7.11. Pro právě zavedenou podmı́něnou středńı hodnotu budeme
také použ́ıvat konvenci zavedenou v poznámce 7.2.

Poznámka 7.12. Veličiny X, Y jsou nezávislé právě tehdy, když σ(X) a σ(Y )
jsou nezávislé, tedy pro nezávislé integrovatelné náhodné veličiny plat́ı

E(X | Y ) = EX.

Př́ıklad 7.2. Spočtěte E(X2 + Y | Y ) pro nezávislé náhodné veličiny
X, Y ∈ L2(Ω).

Řešeńı. Plat́ı

E(X2 + Y | Y ) = E(X2 | Y ) + E(Y | Y ).

Náhodné veličiny X,Y jsou nezávislé, tedy i veličiny X2, Y jsou nezávislé
a E(X2 | Y ) = EX2. Náhodná veličina Y je zřejmě σ(Y )-měřitelná, proto
E(Y | Y ) = Y. Plat́ı tedy

E(X2 + Y | Y ) = EX2 + Y.

4
Poznámka 7.13. Pokud X je náhodná veličina a h(X) je jej́ı měřitelná trans-
formace, potom plat́ı

σ(h(X)) ⊂ σ(X).

Př́ıklad 7.3. Spočtěte E(Y + sinX | Y 3) pro nezávislé náhodné veličiny
X, Y ∈ L1(Ω).

Řešeńı. Transformace y 7→ y3 a y 7→ y1/3 jsou měřitelné na sinX, Y jsou
nezávislé a plat́ı

E(Y + sinX | Y ) = E(Y | Y ) + E(sinX | Y ) = Y + EsinX.

4
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Př́ıklad 7.4. Bud’te X, Y ∈ L1(Ω) nezávislé stejně rozdělené, spočtěte

E(X − Y | X + Y ).

Řešeńı. Nejprve hledanou podmı́něnou středńı hodnotu uprav́ıme.

E(X − Y | X + Y ) = E(X | X + Y )− E(Y | X + Y )

= E(X | X + Y )− E(Y | Y +X).

Z toho, že jsou veličiny X, Y nezávislé a stejně rozdělené, by se dalo
předpokládat, že se posledńı rozd́ıl rovná nule. Ověř́ıme tento dohad podle
definice podmı́něné středńı hodnoty. Konstantńı nula je zřejmě σ(Y )-měři-
telná. Necht’ A,B jsou borelovské množiny, potom

PX,Y (A,B) = P (X ∈ A, Y ∈ B)
nez.
= P (X ∈ A) · P (Y ∈ B)

= P (Y ∈ A) · P (X ∈ B)
nez.
= P (X ∈ B, Y ∈ A) = PX,Y (B,A),

Mı́ra PX,Y je tedy indiferentńı v̊uči výměně proměnných a plat́ı

∫

{(X+Y )∈B}
(X − Y ) dP =

∫

B

(x− y) d PX,Y (x, y)

=

∫

B

x d PX,Y (x, y)−
∫

B

y d PX,Y (x, y)

=

∫

B

x d PX,Y (x, y)−
∫

B

x d PX,Y (x, y) = 0.

Konstantńı nula je tedy podmı́něnou středńı hodnotou veličiny X − Y za
podmı́nky X + Y.

4

Podmı́něna středńı hodnota je měřitelnou funkćı podmı́nky.

Věta 7.14. Necht’ X ∈ L1((Ω,A, P)) a Y : (Ω,A, P) 7→ (S,S) jsou náhodné
veličiny, potom existuje měřitelná funkce h : S 7→ R taková, že

E(X | Y ) = h(Y ).

Posledńı věta umožňuje podmiňovat hodnotami podmı́nky.

68



Definice 7.15. Za předpoklad̊u a s použit́ım označeńı věty 7.14 budeme
značit

E(X | Y = y) = h(y).

Poznámka 7.16. Při řešeńı př́ıklad̊u sṕı̌se hledáme funkci h z věty 7.14, než
př́ımo náhodnou veličinu, která je podmı́něnou středńı hodnotou.

Za určitých podmı́nek pokud dvě náhodné veličiny splývaj́ı na nějaké
množině, potom i podmı́něné středńı hodnoty, kde podmı́nkami jsou tyto
veličiny, splývaj́ı skoro jistě na této množině.

Věta 7.17 (viz [L], str. 49). Necht’ X,Y, Z jsou náhodné veličiny na prostoru
(Ω,A, P) a X ∈ L1(Ω). Necht’ dále Y, Z splývaj́ı na množině A ∈ σ(Y ) ∩
σ(Z), P (A) > 0, potom rovnost

E(X | Y ) = E(X | Z)

plat́ı skoro jistě na A.

Poznámka 7.18. Je velice podstatné, že na rozd́ıl od kapitoly 6 skoro jistě se
rovnaj́ıćı náhodné veličiny už nejsou pro nás stejné. Dvě skoro jistě stejné
podmı́nky mohou generovat r̊uzné σ-algebry, přestože jsou stejně rozdělené.
Když jedna z dvou skoro jistě stejných náhodných veličin je podmı́něnou
středńı hodnotou, z toho potom ještě neplyne, že i druha je. Jak v́ıme z tvr-
zeńı 7.4, týká se to pouze podmı́nek a podmı́něných středńıch hodnot, a
podmiňované veličiny nás zaj́ımaj́ı až na tř́ıdu ekvivalence ve smyslu skoro
jistě. V prvńım bodě následuj́ıćıho př́ıkladu rozd́ıly mezi skoro jistě stejnými
náhodnými veličinami uvid́ıme v konkrétńı situaci.

Př́ıklad 7.5. Určete E(X | X2) pro integrovatelnou náhodnou veličinu X
splňuj́ıćı:

1. X ≥ 0 s.j.,

2. PX = P−X ,

3. X má rovnoměrné rozděleńı na (−1, 2).

Řešeńı. Ve všech př́ıpadech je vhodné si uvědomit, že σ(X2) = σ(|X|),
nebot’ X2 = |X|2 a |X| =

√
X2. Tedy

E(X | X2) = E(X | |X|).
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1. Hledáme podmı́něnou středńı hodnotu ve tvaru h(|Y |) pro nějakou
měřitelnou h a to tak, aby pro všechna B ∈ σ(|X|) platilo

∫

B

X =

∫

B

h(|X|).

Vzhledem k tomu, že X ≥ 0 s.j., vyhovuje nám např́ıklad h = Id, to
jest

E(X | |X|) = |X|.

Ke stejnému výsledku se dalo přij́ıt i následuj́ıćı striktně neformálńı,
zato intuitivńı cestou. Za podmı́nky, že |X| nabyla hodnoty a, X může
nabývat pouze hodnot −a a a. Přičemž skoro jistě nabude hodnoty
a, nebot’ X je skoro jistě nezáporná, tedy ”středńı hodnota” X za
podmı́nky |X| = a se rovná a, to jest podmı́něná středńı hodnota
se rovná podmı́nce. Tato úvaha vede k - jak již v́ıme - správnému
výsledku. Pokud bychom řešili tento př́ıklad pomoćı této úvahy, po-
tom bychom museli ještě zkontrolovat správnost výsledku ověřeńım
podmı́nek definice podmı́něné středńı hodnoty.

Ještě jednou možnost́ı je využit toho, že X = |X| s.j., odkud plyne, že

E(X | |X|) = E(|X| | |X|) = |X|.

Daľśı a cestou by bylo použit větu 7.17 a ř́ıci, že na množině {X≥0}
plat́ı rovnost X = |X|, tedy na této množině skoro jistě plat́ı

E(X | |X|) = E(X | X) = X.

Dále P ({X≥0}) = 1, tedy E(X | |X|) = X s.j.. Byla by to sice pravda,
ale nebylo by to řešeńım, protože obecně neplat́ı E(X | |X|) = X,
nebot’ X nemuśı být σ(|X|)-měřitelná.

2. Za podmı́nky, že |X| nabyla hodnoty a, X může nabývat pouze hod-
not −a a a. Vzhledem k symetrii rozděleńı X bude jich nabývat se
stejnou ”pravděpodobnost́ı,” tedy ”středńı hodnota” X za podmı́nky
|X| = a je nula, z čehož by se dalo odhadnout, že E(X | |X|) = 0.

Ověř́ıme podmı́nky z definice podmı́něné středńı hodnoty. Konstantńı
nula je zřejmě měřitelná v̊uči σ(|X|). Necht’ B je borelovsky měřitelná
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množina, potom∫

{|X|∈B}
X dP =

∫

{X∈B}
X dP +

∫

{X∈(−B)}
X dP

sym.
=

∫

{X∈B}
X dP +

∫

{X∈B}
−X dP

=

∫

{X∈B}
X dP −

∫

{X∈B}
X dP = 0.

Konstantńı nula tedy je podmı́něnou středńı hodnotou X za podmı́nky
|X|.

3. Za podmı́nky, že |X| nabyla hodnoty a, X může nabývat pouze hod-
not −a a a, přičemž pro a < 1 bude jich nabývat se stejnou ”pravděpo-
dobnost́ı,” tedy ”středńı hodnota” X za podmı́nky |X| = a bude nula,
a pro a ≥ 1 skoro jistě nabude hodnoty a, tedy ”středńı hodnota” X
za podmı́nky |X| = a bude a. z této úvahy by se dalo odhadnout, že

E(X | |X|) = |X| · I(1,+∞)(|X|).
Ověř́ıme př́ıslušné podmı́nky definice podmı́něné středńı hodnoty. |X|·
I(1,+∞)(|X|) je měřitelnou transformaćı |X|, tud́ıž je σ(|X|)-měřitelná.
Necht’ B je borelovsky měřitelná množina, potom∫

{|X|∈B}
X dP =

∫

{|X|∈B∩(0,1)}
X dP +

∫

{|X|∈B∩(1,2)}
X dP

=

∫

{X∈B∩(0,1)}
X dP +

∫

{−X∈B∩(0,1)}
X dP

+

∫

{|X|∈B∩(1,2)}
X dP

=

∫

{|X|∈B∩(1,2)}
X dP =

∫

{|X|∈B∩(1,2)}
|X| dP

=

∫

{|X|∈B}
|X| · I(1,+∞)(|X|) dP.

4
Tvrzeńı 7.19 (viz [L], str. 46). Necht’ X,Y jsou reálné náhodné veličiny na
(Ω,A, P), přičemž X,X · Y jsou integrovatelné, a F ⊂ A, potom

E(X · Y | F) = Y · E(X | F).
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Důsledkem věty 7.17 je následuj́ıćı velmi užitečné tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.20. Necht’ X je reálná náhodná veličina na (Ω,A, P), Y je ná-
hodná veličina na (Ω,A, P) s hodnotami v měřitelném prostoru (S,S). Necht’

dále {Bi, i ∈ I} ⊂ S je nejvýše spočetný měřitelný rozklad σ(Y ) takový, že
pro všechna i ∈ I PY (Bi) 6= 0. Pokud pro měřitelné funkce hi, i ∈ I plat́ı

E(X · I{Y ∈Bi} | Y ) = hi(Y ) · I{Y ∈Bi},

potom

E(X | Y ) =
∑
i∈I

hi(Y ) · I{Y ∈Bi}.

Tvrzeńı 7.21 (viz [L], str.50). Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny,
přičemž X je reálná. Necht’ dále měřitelná funkce g je taková, že g(X, Y ) je
integrovatelná reálná náhodná veličina. Označme Eg(X, y) = q(y), potom q
je měřitelná a plat́ı

E(g(X,Y ) | Y ) = q(Y ).

Př́ıklad 7.6. Reálné náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé s rovnoměrným
rozděleńım na intervalu [−1, 1]. Vypočtěte:

1. E((X + Y )2 | X+),

2. E(Y · √X2 + Y 2 | X2).

Řešeńı. 1. Hledanou podmı́něnou středńı hodnotu nejprve uprav́ıme.

E((X + Y )2 | X+) = E(X2 | X+) + 2E(X · Y | X+) + E(Y 2 | X+).

Najdeme každou z těchto třech podmı́něných středńıch hodnot zvlášt’.

Poč́ıtáme E(X2 | X+).
Množina {X+ = 0} = {X ≤ 0} 6= ∅ je atomem algebry σ(X+), tedy
podle věty 7.6

E(X2 | X+ = 0) =
1

P (X ≤ 0)
·
∫

{X≤0}
X2 dP = 2 · 1

2
·

0∫

−1

x2 dx =
1

3
.

Na množině {X+ > 0} X2 se skoro jistě rovná (X+)2, tedy

E(X2·I{X+>0} | X+) = E((X+)2·I{X+>0} | X+) = (X+)2.
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Potom

E(X2 | X+) =
1

3
· I{X+=0} + (X+)2.

Poč́ıtáme E(X·Y | X+) : plat́ı σ(X+) ⊂ σ(X), tedy

E(E(XY | X) | X+)
nez.
= E(X · E(Y | X) | X+)

nez.
= E(X · EY | X+)

= E(X · 0 | X+) = 0.

Poč́ıtáme E(Y 2 | X+) :

E(Y 2 | X+)
nez.
= EY 2 =

1

2

1∫

−1

y2 dy =
1

3
.

Potom

E((X + Y )2 | X+) =
1

3
· I{X+=0} + (X+)2 +

1

3
.

2. Necht’ g(x, y) = y ·
√
x+ y2, potom g je měřitelná a potřebujeme naj́ıt

E(g(X, Y ) | Y ), přičemž X, Y jsou nezávislé. Potom

E(g(X,Y ) | X2 = x) = Eg(Y, x) =
1

2

1∫

−1

y ·
√
x+ y2 dy = 0,

nebot’ integrovaná funkce je lichá a integrujeme ji přes symetrický in-
terval. Pak

E(Y ·
√
X2 + Y 2 | X2) = 0.

4

Př́ıklad 7.7. Bud’ Sn =
∑n

i=1Xi je integrovatelná náhodná procházka, kde
Xi, i = 1, 2, . . . , n jsou nezávislé stejně rozdělené reálné náhodné veličiny.
Ukažte, že pro všechna n ∈ N plat́ı

E(X1 | Sn) = Sn/n. (7.1)
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Řešeńı. Ověř́ıme to z definice. Sn/n je měřitelnou transformaćı Sn, je tedy
σ(Sn)-měřitelná. Necht’ B je borelovsky měřitelná funkce, potom

∫

{Sn∈B}

Sn
n
dP =

∫

{Sn∈B}

1

n

n∑
i=1

Xi dP =
1

n

n∑
i=1

∫

{Sn∈B}

Xi dP

=
n

n

∫

{Sn∈B}

X1 dP =

∫

{Sn∈B}

X1 dP,

tedy rovnost (7.1) skutečně plat́ı.

4
Př́ıklad 7.8. Necht’ náhodný vektor (X,Y ) má rovnoměrné rozděleńı na
jednotkovém kruhu. Spočtěte

E(|Y | | X2 + Y 2).

Řešeńı. V tomto př́ıpadě je vhodné přej́ıt k polárńım souřadnićım. Necht’

(R,Φ) jsou polárńımi souřadnicemi (X, Y ), potom, jak v́ıme z př́ıkladu 6.2,
(R,Φ) má hustotu

fR,Φ(r, φ) =
r

π
· I(0,1)×(−π,π)(r, φ).

Pak R a Φ maj́ı hustoty

fR(r) = 2r · I(0,1)(r), fΦ(φ) =
1

2π
· I(0,2π)(φ)

a tyto veličiny jsou nezávislé. X2 + Y 2 je vždy nezáporná veličina, proto
stač́ı uvažovat podmı́nky typu X2 + Y 2 = r2, r ∈ R.

E(|Y | | X2 + Y 2 = r2) = E(|R sin Φ| | |R| = |r|)
= |r| · E(| sin Φ| | |R| = |r|) nez.

= |r| · E| sin Φ|.
Spočteme E| sin Φ|.

E| sin Φ| =
∫ 2π

0

| sinφ| 1
2π
dφ = 1

π

∫ π

0

sinφ dφ

=
1

π
[− cosφ]π0 =

2

π
.
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Potom

E(|Y | | X2 + Y 2 = r2) =
2|r|
π
.

4
Př́ıklad 7.9. Reálné náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé s rovnoměrným
rozděleńım na intervalu [-2,2]. Vypočtěte

E(
√
|X + Y | | Y 3).

Řešeńı. Nejprve si poznamenáme, že

E(
√
|X + Y | | Y 3) = E(

√
|X + Y | | Y ).

Veličiny X,Y jsou nezávislé, tedy

E(
√
|X + Y | | Y = y) = E

√
|X + y| = 1

4

2∫

−2

√
|x+ y| dx

=
1

4
· 2

3
·
[
|x+ y|32 · sign(x+ y)

]2

x=−2

=
1

6

(
|2 + y|32 sign(2 + y)− |y − 2|32 sign(y − 2)

)

=
1

6

(
(2 + y)

√
|2 + y|+ (2− y)

√
|2− y|

)
.

Potom

E(
√
|X + Y | | Y ) =

1

6

(
(2 + Y )

√
|2 + Y |+ (2− Y )

√
|2− Y |

)
.

4
Definice 7.22. Necht’ X, Y jsou náhodné veličiny na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A, P) s hodnotami v měřitelných prostorech (S,S) a (H,H).
Potom funkci PX|Y : S ×H 7→ [0, 1] splňuj́ıćı

1. ∀y ∈ H PX|Y (·, y) je pravděpodobnostńı mı́ra na S,
2. ∀B ∈ S PX|Y (B, ·) je H-měřitelná,

75



3. ∀B ∈ S, C ∈ H plat́ı

P (X ∈ B, Y ∈ C) =

∫

C

PX|Y (B, y) d PY (y),

nazveme podmı́něným rozděleńım X za podmı́nky Y.

Poznámka 7.23 (viz [L], str.59). Pokud v definici podmı́něného rozděleńı
(S,S) je úplný separabilńı metrický prostor (např́ıklad (Rn,B(Rn))), potom
podmı́něné rozděleńı vždy existuje a je určeno PY - skoro jistě jednoznačně.

V př́ıpadě, že v́ıme známe podmı́něné rozděleńı, pak pomoćı něho může-
me spoč́ıst podmı́něnou středńı hodnotu.

Věta 7.24 (viz [L], str.58). Necht’ X,Y jsou náhodné veličiny na pravděpo-
dobnostńım prostoru (Ω,A, P) s hodnotami v měřitelných prostorech (S,S)
a (H,H) a necht’ existuje podmı́něné rozděleńı PX|Y náhodné veličiny X
za podmı́nky Y. Bud’ dále měřitelná funkce g : S × H 7→ R je taková, že
g(X,Y ) ∈ L1((Ω,A, P)). Označme

h(y) =

∫

S

g(x, y) d PX|Y (x, y),

potom q je měřitelná funkce a plat́ı

E(g(X, Y ) | Y ) = h(Y ).

Definice 7.25. Necht’ X, Y jsou spojité reálné náhodné veličiny, Y má hus-
totu fY , potom nezápornou měřitelnou funkci fX|Y na R splňuj́ıćı pro libo-
volné borelovsky měřitelné množiny B,C

P (X ∈ B, Y ∈ C) =

∫

C

(∫

B

fX|Y (x, y)dx) · fy(y)

)
dy,

nazveme podmı́něnou hustotou náhodné veličiny X za podmı́nky Y.

Poznámka 7.26. V kapitole 4 jsme jǐz zaváděli pojmy podmı́něné rozděleńı
a podmı́něná hustota, kde podmı́nkou byl náhodný jev. Pro rozlǐsováńı dř́ıve
zavedeným pojm̊um budeme ř́ıkat elementárńı podmı́něné rozděleńı a
elementárńı podmı́něná hustota.
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Tvrzeńı 7.27 (viz [L], str.60). Pokud X, Y jsou spojité reálné náhodné
veličiny, Y má hustotu fY a existuje sdružená hustota fX,Y , potom funkce
fX|Y definovaná následovně:

fX|Y (x, y) =




fX,Y (x, y)

fY (y)
pokud fY (y) > 0

0 pokud fY (y) = 0

je podmı́něnou hustotou X za podmı́nky Y a pro skoro všechna y ∈ R a pro
všechny B ∈ B plat́ı

PX|Y (B, y) =

∫

B

fX|Y (x, y)dx PY -skoro jistě.

Necht’ g : R2 7→ R je měřitelná funkce taková, že g(X, Y ) má středńı
hodnotu. Označ́ıme-li

q(y) =

∫

R
g(x, y) d PX|Y (x, y)

s.v.
=

∫

R
g(x, y) · fX|Y (x, y) dx,

potom q je měřitelná funkce a plat́ı

E(g(X,Y ) | Y ) = q(Y ).

Př́ıklad 7.10. Reálné náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé s rovnoměr-
ným rozděleńım na intervalu [0,1]. Vypočtěte:

1. E(X | X − Y ),

2. E(X | X · Y ),

3. E((X + Y )−1/2 | Z), kde Z = X · I( 1
2
,1)(X).

Řešeńı. 1. Vektor (X, Y ) má hustotu

fX,Y (x, y) = I(0,1)×(0,1)(x, y).

Pak z věty o transformaci plyne, že vektor (X,X − Y ) má hustotu

fX,X−Y (u, v) = I0,1(u) · I(u−1,u)(v).

Potom X − Y má hustotu fX−Y , kde

fX−Y (v) =

1−v−∫

v+

1 du = 1− v− − v+ = 1− |v|,
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pokud |v|<1 a fX−Y (v) = 0, pokud |v|≥1.

Dále

fX|X−Y (u, v) =




I(0,1)(u) · I(u−1,u)(v)

1− |v| , pokud |v| < 1

0 jinak.

je podmı́něnou hustotou X za podmı́nky X − Y. Potom pro |v|<1

E(X | X − Y = v) =

∫

R
u · I(0,1)(u) · I(u−1,u)(v)

1− |v| du

=
1

1− |v|

1−v−∫

v+

u du =
(1− v−)2 − (v+)2

2(1− |v|)

=
(1− v− − v+)(1− v− + v+)

2(1− v− − v+)
=

1 + v

2
.

Pro |v|≥1 E(X | X − Y = v) = 0, to jest

E(X | X − Y = v) =
1 + v

2
· I(−∞,1)(|v|).

S ohledem na to, že |X − Y |<1, skoro jistě, pak

E(X | X − Y ) =
1 +X − Y

2
.

2. Použijeme větu o transformaci pro výpočet hustoty fX,XY vektoru
(X,XY ).

fX,XY (u, v) = I(0,1)(u) · I(0,1)(
v

u
) · || v/u u

1 0
||−1

= I(0,1)(u) · I(0,u)(v) · 1

u
pro u 6= 0

a fX,XY (u, v) = 0 jinak. Pak XY má hustotu

fXY (v) =

1∫

v

1

u
, du = − log v,
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pokud v > 0, a fXY (v) = 0 jinak.

Dále

fX|XY (u, v) =





−1

u log v
· I(0,1)(u) · I(0,u)(v), pokud u 6= 0, v 6= 1 a

v>0

0, jinak

je podmı́něnou hustotou X za podmı́nky XY. Pak pro 0 < v < 1

E(X | XY = v) =

∫

R
u · fX|XY (u, v) du

= − 1

log v

1∫

v

u/u du = −1− v
log v

.

Pro v ≤ 0 a pro v ≥ 1 položme E(X | XY = v) = 0.

Potom E(X | X · Y ) =
XY − 1

logXY
, pokud 0 < XY < 1 a je nula jinak.

3. Na množině {Z 6=0} Z = X, tedy na této množině

E((X + Y )−1/2 | Z) = E((X + Y )−1/2 | X) =

∫ 1

0

(X + y)−1/2 dy

= 2((X + 1)1/2 −X1/2) = 2((Z + 1)1/2 − Z1/2).

Množina {Z = 0} je atomem σ(Z), tedy na ńı

E((X + Y )−1/2 | Z) =
1

P ({Z = 0})
∫

{Z=0}
(X + Y ) dP.
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Dále
∫

{Z=0}
(X + Y ) dP =

∫

{Z=0}
E(X + Y | X) dP

= 2

∫

{Z=0}

√
X + 1−

√
X dP

= 2

1/2∫

0

(
√
x+ 1−√x) · fX(x) dx

= 2

1/2∫

0

(
√
x+ 1−√x) · 1 dx

= 2 · 2

3
([(3/2)

3
2 − (1/2)

3
2 ]− [1− 0])

=
4

3
((3/2)

3
2 − (1/2)

3
2 − 1).

P ({Z = 0}) = P
(
0 < X < 1

2

)
= 1

2
, tedy na {Z = 0}

E((X + Y )−1/2 | Z) =
8

3
((3/2)

3
2 − (1/2)

3
2 − 1).

Potom

E((X + Y )−1/2 | Z) =
8

3
((3/2)

3
2 − (1/2)

3
2 − 1) · I{Z=0}

+ 2((Z + 1)1/2 − Z1/2) · I{Z 6=0}.

4

Př́ıklad 7.11. Bud’te X,Y nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım
rozděleńım s parametrem 1. Spočtěte

E(sin (X + Y ) | X).
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Řešeńı. X, Y jsou nezávislé, tedy

E(sin (X + Y ) | X = x) =

+∞∫

0

sin (x+ y)e−y dy = Im




+∞∫

0

eı(x+y)e−y dy




= Im

[
eıx
[

1

1− ıe
y(1−ı)

]+∞

y=0

]
= Im

[
eıx

1

1− ı
]

= Im

[
eıx

1 + ı

2

]
=

1

2
Im [(1 + ı)(cos x+ ı sinx)]

=
1

2
(cosx− sinx).

Dalo by se integral výše spoč́ıst i bez použit́ı komplexńı exponenciály -
dvojitým použit́ım metody per partes - ale použitý zp̊usob je o něco jed-
nodušš́ı a přehledněǰśı. Z výsledku pak

E(sin (X + Y ) | X) =
1

2
(cosX − sinX).

4
Př́ıklad 7.12. Bud’te X, Y nezávislé náhodné veličiny se standardńım nor-
málńım rozděleńım a položme U = X2 + Y 2, V = Y/X.

1. Najděte podmı́něné rozděleńı X za podmı́nky U = u a podmı́něné
rozděleńı X za podmı́nky V = v.

2. Spočtěte E(X | U),E(X | V ).

Řešeńı. 1. Z nezávislosti náhodných veličin plyne, že vektor (X,Y ) má
hustotu

fX,Y (x, y) =
1

2π
e−

x2+y2

2 .

Uvažujme transformaci (X,Y ) 7→ (X2 +Y 2, X)
ozn.
= (U,Z). Tato trans-

formace je prostá na množinách

{(x, y), y > 0} a {(x, y), y < 0}.
Absolutńı hodnota jacobiánu této transformace na těchto množinách
je ∣∣∣∣

∣∣∣∣
2x 2y
1 0

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = 2|y|
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tedy absolutńı hodnota jacobiánu inverzńı transformace je 1
2
√
u−z2 .

Aplikaćı zobecněné věty o transformaci najdeme hustotu (U,Z). Obě
poloroviny se zobraźı stejně, proto v sumě ze zobecněné věty o trans-
formaci máme dva stejné sč́ıtance.

fU,Z(u, z) =





2 · 1

2π
e−u/2 · 1

2
√
u− z2

pro u > z2

0 jinak

Z př́ıkladu 6.8 v́ıme, že náhodná veličina U má exponenciálńı rozděleńı
s parametrem 1/2, tj. má hustotu

fU(u) =
1

2
e−

u
2 · I[0,+∞)(u).

Pro u nezáporná (U je vždy nezáporná náhodná veličina, proto ostatńı
u nás nezaj́ımaj́ı) pak funkce

fZ|U=u(z) =





1

π
· 1√

u− z2
pro u > z2

0 jinak

je podmı́něnou hustotou veličiny Z za podmı́nky U = u.

Uvažujme ted’ transformaci (X,Y ) 7→ (Y/X,X) = (V, Z). Tato
transformace je prostá na celé rovině bez počátku a má tam absolutńı
hodnotu jacobiánu ∣∣∣∣

∣∣∣∣
− y
x2

1
x

1 0

∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

1

|x| .

Pro inverzńı transformaci pak ta hodnota je |z| a vektor (V, Z) má
podle věty o transformaci hustotu

fV,Z(v, z) =
1

2π
e−

z2(1+v2)
2 · |z|.

Z př́ıkladu 6.8 v́ıme, že V má Cauchyho rozděleńı, tj. má hustotu

fV (v) =
1

π(1 + v2)
.

Pak funkce

fZ|V=v(z) =
1

2
e−

1
2(v2+1)z2 (

v2 + 1
) |z|

je podmı́něnou hustotou veličiny Z za podmı́nky V = v.
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2. Nejprve uvedeme výsledek.

E(X | U) = E(X | V ) = 0.

A ted’ ho zd̊uvodńıme. Obě podmı́něné hustoty jsou sudé v proměnné
z. Když je vynásob́ıme z dostaneme liché funkce. Hledané podmı́něné
středńı hodnoty se pak obě rovnaj́ı integrál̊um z lichých funkćı přes
symetrický kolem nuly interval, tedy jsou nulové.

4

Pokud sestroj́ıme podmı́něnou hustotu obdobným zp̊usobem jak jsme to
zat́ım dělali, můžeme naj́ıt podmı́něné rozděleńı.

Věta 7.28 (viz [L], str.60). Necht’ (X,Y ) je reálný spojitý náhodný vektor
s hustotou fX,Y . Označme

f̃Y (y) =

∫

R
fx,y(x, y) dx a fY (y) = f̃Y (y) · IR(f̃Y (y)).1

Definujeme-li funkci fX|Y následuj́ıćım zp̊usobem:

fX|Y (x, y) =




fX,Y (x, y)

fY (y)
, pokud fY (y) 6= 0

0, jinak,

potom funkce PX|Y : B × R 7→ R definovaná pro B ∈ B, y ∈ R vztahem

PX|Y (B, y) =

{∫
B
fX|Y (x, y) dx, pokud fY (y) 6= 0

IB(0), jinak

je podmı́něným rozděleńım náhodné veličiny X za podmı́nky Y.

Pokud bychom v předešlé větě definovali funkci PX|Y pro všechna y
integrálem z podmı́něné hustoty, nebyla by pro y taková, že fY (y) = 0
funkce PX|Y (·, y) pravděpodobnostńı mı́rou. Totiž pro takové y a pro libo-
volné B ∈ B by PX|Y (B, y) se rovnalo nule, t́ım pádem by to nemohla být
pravděpodobnostńı mı́ra.

1Obě tyto funkce jsou hustotami veličiny Y, ta prvńı ale nemuśı být reálná.
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Proto na množině B × {fY = 0} muśıme definovat PX|Y nějakým jiným
zp̊usobem, abychom při fixaci prvku z {fY = 0} dostávali pravděpodobnos-
tńı mı́ry na B. Zároveň ale musej́ı být splněny i ostatńı podmı́nky z definice
podmı́něného rozděleńı, to jest měřitelnost při fixaci prvńı proměnné a rov-
nost

P (X ∈ B, Y ∈ C) =

∫

C

PX|Y (B, y) d PY (y) (7.2)

pro všechna B,C ∈ B.
Pro zachováńı měřitelnosti pro každé y ∈ {fY = 0} budeme definovat

PX|Y stejnou mı́rou. PY ({f = 0}) = 0, tedy rovnost (7.2) bude platit jak
bychom nedefinovali PX|Y . Stač́ı tedy vybrat nějakou mı́ru µ na borelovské σ-
algebře a pak definovat PX|Y (B, y) = µ(B) pro všechny borelovské množiny
B a pro všechna y ∈ {fY = 0}.

Pro jednoduchost v minulé větě byla vybrána takzvaná Diracova mı́ra
v bodě nula - δ0, což je mı́ra, která přǐrazuje množině mı́ru jedna, pokud tato
množina obsahuje předem vybraný bod x (Diracova mı́ra v bodě x, v naš́ım
př́ıpadě x = 0) a přǐrazuje nulu, pokud tomu tak neńı. Můžeme to zapsat i
jinak: δx(B) = IB(x) ∀B ∈ B. Výběr Diracovy mı́ry a nuly jako základńıho
bodu je relativně náhodný a nemá žádný konkrétńı význam, stejně tak jsme
mohli vybrat i jinou mı́ru nebo jiný základńı bod Diracovy mı́ry. Jediné
d̊uležité je, že mı́ra byla vybrána předem a nezáviśı na y ∈ {fY = 0}.
Poznámka 7.29. Z výše uvedených d̊uvod̊u za podmı́nek věty 7.28 při hledáńı
podmı́něného rozděleńı vystač́ıme s podmı́něnou hustotou.

Př́ıklad 7.13. Najděte podmı́něné rozděleńı PX+Y |Z , jestliže X a Y jsou
nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım se stejným parame-
trem λ a Z = max (X, Y ).

Řešeńı. Náhodné veličiny X, Y maj́ı hustoty

fX(x) = λe−λx · I(0,+∞)(x), fY (y) = λe−λy · I(0,+∞)(y),

jsou nezávislé, tud́ıž (X, Y ) má hustotu

fX,Y (x, y) = λ2e−(x+y) · I(0,+∞)(x) · I(0,+∞)(y).

Zobrazeńı g : (x, y) 7→ (x + y,max (x, y)) je difeomorfńı na množinách
{0 < x < y} a {0 < y < x} a na těchto množinách zobrazuje bod (x, y) po
řadě na body (x+ y, y) a (x+ y, x).
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Na množině {0 < x < y} funkce g má absolutńı hodnotu jacobiánu

|| 1 1
0 1 || = 1

a zobrazuje tuto množinu na množinu {0 < z < u < 2z} ozn.
= B.

Na množině {0 < y < x} funkce g má absolutńı hodnotu jacobiánu

|| 1 1
1 0 || = 1

a také zobrazuje tuto množinu na B.
Potom podle věty o transformaci (X + Y, Z) má hustotu

fX+Y,Z(u, v) =
(
λ2e−λ(z+u−z) · 1) · 2 · IB(u, z) = 2λ2e−λu · IB(u, z).

Spočteme hustotu veličiny Z.

fZ(z) =

∫

R
fX+Y,Z(u, z) du =




2z∫

z

2λ2e−λu du


 · I(0,+∞)(z)

= 2λ2 · −1

λ
(e−2λz − e−λz)I(0,+∞)(z).

Potom funkce

fX+Y |Z(u, z) =





λe−λu

e−λz − e−2λz
pokud 0 < z < u < 2z

0 jinak

je podmı́něnou hustotou X + Y za podmı́nky Z.

4
V př́ıkladě 7.5 jsme spoč́ıtali E(X | |X|) v několika konkrétńıch př́ıpa-

dech. Ted’ to uděláme obecněji. Necht’ nejprve X je diskrétńı reálná náhodná
veličina nabývaj́ıćı nezáporné hodnoty x nebo −x s nenulovou pravděpodob-
nost́ı, tj.

P (X = x) + P (X = −x) > 0.

Potom množina |X| = x je atomem σ(|X|). Necht’ dále g(X) je měřitelnou
transformaćı X, potom podle věty 7.6

E(g(X) | |X| = x) =

∫
B
g(X) dP

P (|X| = x)

=
g(x) · P (X = x) + g(−x) · P (X = −x)

P (X = x) + P (X = −x)
,
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kde B = {|X| = x}.
Necht’ ted’ X je spojitá náhodná veličina s hustotou f. V tomto př́ıpadě

použijeme docela umělý trik, který spoč́ıvá v tom, že budeme nav́ıc uvažovat
náhodnou veličinu Z s rovnoměrným rozděleńım na (0, 1) a nezávislou s X.

Taková veličina Z obecně nemuśı existovat, např́ıklad neexistuje, když
veličina X je definována na prostoru (Ω,A, P) a A = σ(X). Ukážeme, že
přesto můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že taková veličina Z
existuje.

Necht’ U je reálná integrovatelná náhodná veličina, necht’ V je nějaká
náhodná veličina. Z věty 7.24 v́ıme, že podmı́něné rozděleńı PU |V určuje
funkci E(U | V = v). Z definice plyne, že podmı́něné rozděleńı záviśı pouze
na sdruženém rozděleńı PU,V a nezáviśı na prostoru, na kterém je definována
veličina U. Tud́ıž funkce E(U | V = v) záviśı pouze na sdruženém rozděleńı
PU,V a nezáviśı na prostoru, na kterém je definována veličina U.

Vrát́ıme se k uvažované veličině X. Označme (Ω,A, P) pravděpodobnost-
ńı prostor, na kterém je definována. Dále uvažujme prostor

(Ω′,A′, P′) = (Ω,A, P)⊗ ((0, 1),B|(0,1), λ|(0,1))

a náhodné veličiny

X ′(ω, x) = X(ω), (ω, x) ∈ Ω′,

Z ′(ω, x) = x, (ω, x) ∈ Ω′.

Veličina X ′ je stejně rozdělená jako X, veličina Z má rovnoměrné rozděleńı
na (0, 1) a jsou nezávislé, nebot’ jej́ıch sdružené rozděleńı je součinem mar-
ginálńıch. S ohledem na výše uvedené to znamená, že můžeme bez újmy
na obecnosti předpokládat, že existuje náhodná veličina Z s rovnoměrným
rozděleńım na (0, 1) a nezávislá s X.

Pokračujeme dále. Vektor (X,Z) má hustotu

fX,Z(x, z) = f(x) · I(0,1)(z).

Uvažujme dále měřitelnou transformaci

(X,Z) 7→ (Z · signX, |X|) ozn.
= (U, V ).

Tato transformace je prostá na množině {x, z, x 6= 0, z > 0}. Absolutńı hod-
nota př́ıslušného jacobiánu a jacobiánu inverzńı transformace je na této
množině ∣∣∣∣

∣∣∣∣
0 signx

signx 0

∣∣∣∣
∣∣∣∣ = 1.
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Pak podle věty o transformaci vektor (U, V ) má hustotu

fU,V (u, v) = f(v · signu) · I(0,1)(|u|) · I(0,+∞)(v),

nebot’ X = V · signU a Z = |U |. Náhodná veličina V má potom hustotu

fV (v) =

∫

R
fU,V (u, v) du =




0∫

−1

f(−v) du+

1∫

0

f(v) du


 · I(0,+∞)(v)

= (f(−v) + f(v)) · I(0,+∞)(v)

a funkce

fU |V (u, v) =





f(v · signu)

f(−v) + f(v)
· I(0,1)(|u|) · I(0,+∞)(v),

pokud f(−v) + f(v) 6= 0

0, jinak

je podmı́něnou hustotou U za podmı́nky V. Necht’ g(X) je zase měřitelnou
transformaćı X. Pro nezáporná v taková, že f(−v) + f(v) 6= 0 spočteme

E(g(X) | |X| = v) = E(g(V · signU) | |V | = v)

=
1

f(−v) + f(v)
×



0∫

−1

g(v · signu) · f(v · signu) du

+

1∫

0

g(v · signu) · f(v · signu) du




=
g(−v) · f(−v) + g(v) · f(v)

f(−v) + f(v)
.

Dosažené výsledky shrneme v následuj́ıćım tvrzeńı

Tvrzeńı 7.30. Necht’ X je reálná náhodná veličiny a necht’ g : R 7→ R je
měřitelná funkce.

1. Pokud X je diskrétńı náhodná veličina a x je nezáporné č́ıslo takové,
že P (X = x) + P (X = −x) > 0, potom

E(g(X) | |X| = x) =
g(x) · P (X = x) + g(−x) · P (X = −x)

P (X = x) + P (X = −x)
.
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2. Pokud X je spojitá náhodná veličina a x je nezáporné č́ıslo takové, že
f(−x) + f(x) 6= 0, potom

E(g(X) | |X| = x) =
g(−x) · f(−x) + g(x) · f(x)

f(−x) + f(x)
.

Pro ostatńı x m̊užeme položit

E(g(X) | |X| = x) = 0.

Př́ıklad 7.14. Reálné náhodné veličinyX a Y z L2 jsou nezávislé a náhodný
vektor (X,Y ) má spojité rozděleńı s hustotou f. Spočtěte E(XY | |X|).
Řešeńı. Y z hledané podmı́něné středńı hodnoty můžeme vytknout kv̊uli
nezávislosti X a Y.

E(XY | |X|) = E(E(XY | X) | |X|) = E(X · EY | |X|) = EY · E(X | |X|).
Necht’ x je nezáporné č́ıslo takové, že f(−x) + f(x) 6= 0, potom

E(X | |X| = x) =
−x · f(−x) + x · f(x)

f(−x) + f(x)
.

Pro ostatńı x položme E(X | |X| = x) = 0. Potom

E(XY | |X|) =





EY · −|X| · f(−|X|) + |X| · f(|X|)
f(−|X|) + f(|X|) pokud

f(−|X|) + f(|X|) 6= 0

0 jinak.

4

Př́ıklad 7.15. Necht’ reálné náhodné veličiny X,Y maj́ı rovnoměrné rozdě-
leńı na intervalech [5,25] a [-1,1] respektive. Spočtěte

E(exp (XY/2) | X).

Řešeńı. X, Y jsou nezávislé, tedy

E(exp (XY/2) | X) =

1∫

−1

exp (Xy/2) · 1

2
dy =

1

X
(exp (X/2)− exp (−X/2)).
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4
Připomeňme si, že pro náhodný jev B plat́ı následuj́ıćı vztah:

P (B) = EIB.

Porovnejte s následuj́ıćı definićı.

Definice 7.31. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, F ⊂ A je σ-
algebra, B ∈ A je náhodný jev, potom podmı́něnou pravděpodobnost́ı
jevu B za podmı́nky F nazveme náhodnou veličinu

P (B | F) = E(IB | F).

Analogicky se zavede podmı́něná pravděpodobnost, kde podmı́nka je
náhodná veličina.

Definice 7.32. Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, Y je reálná
náhodná veličina na něm, B ∈ A je náhodný jev, potom podmı́něnou
pravděpodobnost́ı jevu B za podmı́nky Y nazveme náhodnou veličinu

P (B | Y ) = E(IB | Y ).

Necht’ h je měřitelná funkce taková, že

P (B | Y ) = h(Y ).

Jej́ı funkčńı hodnotu v bodě y nazveme podmı́něnou pravděpodobnost́ı
jevu B za podmı́nky Y = y a budeme značit P (B | Y = y) .

Poznámka 7.33. Pokud v posledńı definici P (Y = y) > 0, pak podmı́něnou
pravděpodobnost P (B | Y = y) jǐz máme definovanou následovně:

P (B | Y = y) =
P (B, Y = y)

P (Y = y)
.

Ukážeme, že v tom neńı žádný spor. Množina {Y = y} je atomem σ(Y ), tedy
podle věty 7.6 poč́ıtáme

E(IB | Y = y) =
1

P (Y = y)
·
∫

{Y=y}
IB dP =

P (B, Y = y)

P (Y = y)
,

přičemž tyto rovnosti plat́ı pro libovolnou podmı́něnou středńı hodnotu E(IB |
Y ).
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Poznámka 7.34. Je vhodné si uvědomit, že nepodmı́něná pravděpodobnost je
středńı hodnotou podmı́něné, to jest

P (B) = EIB = EE(IB | Y ) = EP (B | Y ).

Pokud podmiňujeme diskrétńı náhodnou veličinou, potom při zjǐstěńı
podmı́něného rozděleńı můžeme použit elementárńı podmı́něné hustoty.

Věta 7.35. Necht’ X je reálná náhodná veličina a Y je diskrétńı náhodná
veličina s hodnotami v měřitelném prostoru (S,S). Pokud pro každé y ∈ S
takové, že P (Y = y) 6= 0, existuje elementárńı podmı́něná hustota fX|Y=y,
potom funkce PX|Y : B × S 7→ R definovaná pro B ∈ B, y ∈ S vztahem

PX|Y (B, y) =

{∫
B
fX|Y=y(x) dx, pokud P (Y = y) 6= 0

IB(0), jinak

je podmı́něným rozděleńım veličiny X za podmı́nky Y.

Poznámka 7.36. Z obdobných d̊uvod̊u, jaké byly použity v poznámce 7.29
a v textu před ńı, při zjǐstěńı podmı́něného rozděleńı, kde podmı́nkou je
diskrétńı náhodná veličina, vystač́ıme s nalezeńım elementárńıch podmı́ně-
ných hustot. Zřejmě přitom nás budou zaj́ımat ne všechny možné podmı́nky
s nenulovou pravděpodobnost́ı, ale pouze podmı́nky ve tvaru Y = y, kde
P (Y = y) 6= 0.

Připomeňme si Bayesovu větu, která umožňuje obrátit jevy, kterým pod-
miňujeme a který podmiňujeme.

Věta 7.37 (Bayes). Necht’ A,B jsou dva náhodné jevy s nenulovou pravdě-
podobnost́ı, potom plat́ı

P (B | A) =
P (A | B) · P (B)

P (A | B) · P (B) + P
(
A | B̄) · P (B̄) .

Necht’ Y je spojitá náhodná veličina s hustotou fY a necht’ B je náhodný
jev s kladnou pravděpodobnost́ı. Spočteme podmı́něnou distribučńı funkci
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náhodné veličiny Y za podmı́nky B.

FY |B(y) = P (Y ≤ y | B) =
P (Y ≤ y,B)

P (B)
,

P (Y ≤ y,B) = E(I{Y≤y} · IB) = EE((I{Y≤y} · IB) | Y )

= E
(
I{Y≤y} · E(IB | Y )

)
=

∫ y

−∞
fY (y) · P (B | Y = y) dy,

P (B) = EP (B | Y ) =

∫ +∞

−∞
fY (t) · P (B | Y = t) dt.

Potom

FY |B(y) =

y∫

−∞

fY (y) · P (B | Y = y)

P (B)
dy =

y∫

−∞

fY (y) · P (B | Y = y)∫ +∞
−∞ fY (t) · P (B | Y = t) dt

dy

a funkce

fY |B(y) =
fY (y) · P (B | Y = y)

P (B)
=

fY (y) · P (B | Y = y)∫ +∞
−∞ fY (t) · P (B | Y = t) dt

je elementárńı podmı́něnou hustotou náhodné veličiny Y za podmı́nky jevu
B.

Tento výsledek zaṕı̌seme ve formě tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.38. Necht’ Y je spojitá náhodná veličina s hustotou fY a necht’

B je náhodný jev s kladnou pravděpodobnost́ı. Potom funkce

fY |B(y) =
fY (y) · P (B | Y = y)

P (B)
=

fY (y) · P (B | Y = y)∫ +∞
−∞ fY (t) · P (B | Y = t) dt

je elementárńı podmı́něnou hustotou náhodné veličiny Y za podmı́nky B.

Porovnejte posledńı tvrzeńı s Bayesovou větou.

Př́ıklad 7.16. Necht’ náhodná veličina Y má rovnoměrné rozděleńı na in-
tervalu (0, 1) a náhodná veličina X má za podmı́nky Y = y geometrické
rozděleńı s parametrem y, tj. pro všechna k celá nezáporná plat́ı

P (X = k | Y = y) = y · (1− y)k.

Najděte
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1. rozděleńı náhodné veličiny X,

2. podmı́něné rozděleńı PY |X .

Řešeńı. 1. Náhodná veličina X nabývá pouze nezáporných celoč́ıselných
hodnot. Pro k ∈ N0 plat́ı

P (X = k) = EP (X = k | Y ) =

∫ 1

0

P (X = k | Y = y) dy

=

∫ 1

0

y · (1− y)k dy

=
1

k + 1

[
y(1− y)k+1

]1
0
− 1

k + 1

∫ 1

0

(1− y)k+1 dy

= 0− 0− 1

k + 1

−1

k + 2

[
(1− y)k+2

]1
0

=
1

(k + 1)(k + 2)
.

2. Pro k ∈ N0 funkce

fY |X=k(y) =
fY (y) · P (X = k | Y = y)

P (X = k)

= I(0,1)(y) · (k + 1)(k + 2) · y(1− y)k

je podle tvrzeńı 7.38 podmı́něnou hustotou Y za podmı́nky X = k.

4

Př́ıklad 7.17. Necht’ náhodná veličina Z má Poissonovo rozděleńı s náhod-
ným parametrem U, kde U je náhodná veličina s exponenciálńım rozděleńım
se středńı hodnotou 1, to jest U má hustotu

fU(u) = e−u · I(0,+∞)(u)

a pro k ∈ N0 plat́ı

P (Z = k | U = u) =
uk

k!
e−u.

Najděte nepodmı́něné rozděleńı náhodné veličiny Z a pro všechna k celá
nezáporná spočtěte

E(U | Z = k).
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Řešeńı. Necht’ k je nezáporné celé č́ıslo, potom

P (Z = k) = EP (Z = k | U) =

∫ +∞

0

fU(u) · P (Z = k | U = u) du

=

∫ +∞

0

e−u · u
k

k!
e−u du =

1

2k+1

∫ +∞

0

(2u)k

k!
e−2u · 2 du

=
1

2k+1

∫ +∞

0

tk

k!
e−t dt =

1

2k+1
,

to jest Z má geometrické rozděleńı s parametrem 1/2.
Necht’ k je zase nezáporné celé č́ıslo, potom {Z = k} je atomem σ(Z) a

plat́ı

E(U | Z = k) =
1

P (Z = k)

∫

{Z=k}
U dP,

∫

{Z=k}
U dP = E(U · I{Z=k}) = EE(U · I{Z=k} | U) = E(U · E(I{Z=k} | U))

= E(U · P (Z = k | U))

=

∫ +∞

0

u · P (Z = k | U = u) · fU(u) du =

∫ +∞

0

uk+1

k!
e−2u du

=
k + 1

2k+2

∫ +∞

0

(2u)k+1

(k + 1)!
e−2u · 2 du =

k + 1

2k+2

∫ +∞

0

tk+1e−t

(k + 1)!
dt

=
k + 1

2k+2
.

Tedy

E(U | Z = k) =
k + 1

2k+2
:

1

2k+1
=
k + 1

2
.

4
Př́ıklad 7.18. Náhodný vektor (X, Y, Z) má rovnoměrné rozděleńı na jed-
notkové kouli. Spočtěte

E(X | Y − Z).

Řešeńı. Náhodný vektor (X, Y, Z) má hustotu

fX,Y,Z(x, y, z) =
3

4π
IA(x, y, z),
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kde A znač́ı jednotkovou kouli. Uvažujme transformaci

(X,Y, Z) 7→ (X,Y − Z,Z)
ozn.
= (U, V,W ).

Je zřejmě prostá a regulárńı. Absolutńı hodnota př́ıslušného jacobiánu je

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
= |1| = 1.

Vektor (U, V,W ) má tedy hustotu

fU,V,W (u, v, w) = IA(u, v + w,w).

Množina

B = {(u, v, w), (u, v + w,w) ∈ A} = {(u, v, w), u2 + (v + w)2 + w2 ≤ 1}

je symetrická v proměnné u, to jest pokud (u, v, w) nálež́ı B, potom i
(−u, v, w) nálež́ı B. Hustota fU,V,W je tedy sudá v proměnné u. Potom i
hustota vektoru (U, V )

fU,V (u, v) =

∫

R
fU,V,W (u, v, w) dw

je sudá v proměnné u. Použijeme-li konvenci x/0 = 0, potom plat́ı rovnost

E(X | Y − Z = v) = E(U | V = v) =

∫

R

u · fU,V (u, v)

fV (v)
du = 0,

nebot’ čitatel je lichý v proměnné u a jmenovatel na ńı nezáviśı, tud́ıž

E(X | Y − Z) = 0.

4
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Kapitola 8

Charakteristická funkce

V daľśım textu budeme použ́ıvat označeni 〈x, y〉 pro skalárńı součin vektor̊u
x, y. Vektory v této kapitole budeme považovat za sloupcové.

Definice 8.1. Charakteristickou funkćı reálného náhodného vektoru X
o k složkách nazveme funkci

P̂X(t) = Eeı〈t,X〉, t ∈ Rk.

Poznámka 8.2. Dosazeńım nuly do definice zjist́ıme, že každá charakteris-
tická funkce má v nule hodnotu jedna. Pro každé t plat́ı

|eı〈t,X〉| ≤ 1,

tedy charakteristická funkce je definována na celé reálné ose a v žádném bodě
v absolutńı hodnotě nepřesahuje jedničku. Dá se také ukázat, že charakteris-
tická funkce je vždy stejnoměrně spojitá (viz [L], str. 85).

Jedńım z d̊uvod̊u, proč charakteristická funkce má takový název, je sku-
tečnost, že je úplnou charakteristikou rozděleńı reálného náhodného vektoru.

Věta 8.3 (viz [L], str.84). Rozděleńı reálného náhodného vektoru je určeno
jednoznačně jeho charakteristickou funkćı.

Pokud známe charakteristickou funkci náhodné veličiny, potom můžeme
jednoduše spoč́ıst charakteristickou funkci lineárńı transformace této ná-
hodné veličiny.
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Věta 8.4. Necht’ X je náhodný vektor o k složkách, potom pro všechny

m ∈ N, a ∈ Rm, A ∈ Rm×k, z ∈ Rm

plat́ı
P̂a+AX(z) = eı〈z,a〉 · P̂X(AT z).

Př́ıklad 8.1. Spočtěte charakteristickou funkci náhodné veličiny X

1. s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (a, b),

2. s exponenciálńım rozděleńım,

3. se standardńım normálńım rozděleńım,

4. se standardńım Laplaceovým rozděleńım,

5. s multinomickým rozděleńım s parametry m,n, p1, . . . , pn.

Řešeńı. 1. Spočteme nejprve charakteristickou funkci pro a = −1, b = 1.
Označme pro taková a, b veličinu X jako X1, potom pro t 6= 0

P̂X1(t) =

∫

R
eıtx d PX1(x) =

∫ 1

−1

eıtx · 1

2
dx =

1

2
· e

ıt − e−ıt
ıt

=
sin t

t

a P̂X1(0) = 1.

V obecném př́ıpadě plat́ı

X =
b− a

2
·X1 +

a+ b

2
,

tedy pro t 6= 0

P̂X(t) = P̂ b−a
2
·X1+a+b

2
(t) = eı

a+b
2
t · sin ( b−a

2
t)

b−a
2
t

a P̂X(0) = 1.

2. Veličina X má hustotu λ · e−λx · I(0,+∞)(x), potom

P̂X(t) =

∫

R
eıtx d PX =

+∞∫

0

eıtx · λ · e−λx dx = λ

+∞∫

0

e(ıt−λ)x dx

=
λ

ıt− λ
[
e(ıt−λ)x

]+∞
x=0

=
λ

λ− ıt .
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3. Veličina X má hustotu
1√
2π
· e−x

2

2 , tedy

P̂X(t) =

∫

R
eıtx · 1√

2π
· e−x

2

2 dx =

∫

R
e

(ıt)2

2 · 1√
2π
· e−

x2−2ıtx+(ıt)2

2 dx

= e−
t2

2

∫

R

1√
2π
· e−

(x−ıt)2

2 dx = e−
t2

2 .

Korektńı od̊uvodněńı posledńı rovnosti vyžaduje poznatky z analýzy
v komplexńım oboru, přesněji - znalost reziduové věty.

4. Standardńı Laplaceovo rozděleńı má hustotu
1

2
e−|x|, potom

P̂X(t) =

+∞∫

−∞

eıtx · 1

2
e−|x| dx =

1

2




0∫

−∞

e(ıt+1)x dx+

+∞∫

0

e(ıt−1)x dx




=
1

2

(
1

ıt+ 1

[
e(ıt+1)x

]0
x=−∞ +

1

ıt− 1

[
e(ıt−1)x

]+∞
x=0

)

=
1

2

(
1

ıt+ 1
− 1

ıt− 1

)
=

1

2
· (ıt− 1)− (ıt+ 1)

(ıt+ 1)(ıt− 1)
=

1

1 + t2
.

5. X nabývá hodnot pouze z množiny

K = {k ∈ (N0)m,
m∑
j=1

kj = m}

a

P (X = k) =

(
n

k1, . . . , km

)
·
m∏
j=1

p
kj
j , k ∈ K.

Potom pro t ∈ Rm plat́ı

P̂X(t) = Eeı〈t,X〉 =
∑

k∈K
eı〈t,k〉 ·

(
n

k1, . . . , km

)
·
m∏
j=1

p
kj
j

=
∑

k∈K

(
n

k1, . . . , km

)
·
m∏
j=1

(pj · eıtj)kj =

(
m∑
j=1

pj · eıtj
)n

.
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4

Připomeňme si definice Γ-funkce a Γ-rozděleńı.

Definice 8.5. Na kladných reálných č́ıslech definujme Γ-funkci následuj́ıćım
vzorcem:

Γ(x) =

+∞∫

0

tx−1e−t dt, x > 0.

Poznámka 8.6. Γ-funkce je rozš́ıřeńım pojmu faktoriálu. Plat́ı

Γ(x+ 1) = x · Γ(x) ∀x > 0 a Γ(1) = 1.

Z těchto dvou skutečnost́ı plyne rovnost

Γ(n) = (n− 1)!, n ∈ N.

Definice 8.7. Řekneme, že náhodná veličina X má Γ-rozděleńı s parametry
α a p, kde α a p jsou kladná č́ısla, pokud funkce

fX(x) =
αp

Γ(p)
xp−1e−αx · I(0,+∞)(x)

je hustotou této náhodné veličiny.

Dosazeńım do posledńı definice p = 1 zjist́ıme, že Γ-rozděleńı s parametry
α a 1 je zároveň exponenciálńım rozděleńım s parametrem α. Pomoćı věty
o transformaci se poměrně snadno dá ukázat, že součet dvou nezávislých
náhodných veličin s Γ-rozděleńım po řadě s parametry α a p1 a α a p2 má
Γ-rozděleńı s parametry α a p1 + p2. Z těchto dvou fakt̊u plyne následuj́ıćı
tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.8. Necht’ pro n ∈ N náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé
a stejně rozdělené s exponenciálńım rozděleńım s parametrem α > 0. Potom
náhodná veličina

X =
n∑
j=1

Xj

má Γ-rozděleńı s parametry α a n.
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Věta 8.9 (viz [L], str.86). Necht’ X = (X1, . . . , Xn) je reálný náhodný
vektor, potom veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé právě tehdy, když se cha-
rakteristická funkce vektoru X rovná součinu charakteristických funkćı jeho
složek, to jest

P̂X(t) =
n∏
j=1

P̂Xi(ti), t ∈ Rn.

Př́ıklad 8.2. Spočtěte charakteristickou funkci náhodné veličiny s Γ-rozdě-
leńım s parametry α a n, kde α je kladné č́ıslo a n je přirozené.

Řešeńı. Necht’ náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé a stejně rozdělené
s exponenciálńım rozděleńım s parametrem α > 0. z věty 8.9 má potom
vektor (X1, . . . , Xn)

ozn.
= Y charakteristickou funkci

P̂Y (t) =
n∏
j=1

α

α− ıtj , t ∈ R
n.

Označme (1, 1, . . . , 1) = A ∈ Rn, potom náhodná veličina X = AT Y
má Γ-rozděleńı s parametry α a n a podle věty 8.4 X má charakteristickou
funkci

P̂X(z) = P̂Y (A · z) =

(
α

α− ız
)n

, z ∈ R.

4
Poznámka 8.10. Dá se ukázat, že obecně náhodná veličina X s Γ-rozděleńı
s parametry α a p, kde α a p jsou kladná č́ısla, má charakteristickou funkci

P̂X(z) =

(
α

α− ız
)p

, z ∈ R.

Př́ıklad 8.3. Spočtěte charakteristickou funkci vektoru s n-rozměrným nor-
málńım rozděleńım se středńı hodnotou µ a variančńı matićı Σ.

Řešeńı. Necht’ Z = (Z1, . . . , Zn) je náhodný vektor, jehož složky jsou nezá-
vislé a maj́ı standardńı normálńı rozděleńı, potom pro t ∈ Rn

P̂Z(t) = exp

(
−1

2
〈t, t〉

)
.
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Dále existuje právě jedna pozitivně semidefinitńı matice A taková, že Σ =
A · AT . Plat́ı, že náhodná veličina X = µ + A · Z má n-rozměrné normálńı
rozděleńı se středńı hodnotou µ a variančńı matićı Σ. Pro t ∈ Rn plat́ı tedy

P̂X(t) = exp (ı〈t, µ〉) · P̂Z(AT · t) = exp

(
ı〈t, µ〉 − 1

2
〈A · t, A · t〉

)

= exp

(
ı〈t, µ〉 − 1

2
〈t,Σ · t〉

)
.

4
Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı týkaj́ıćı se sudosti charakteristické funkce.

Tvrzeńı 8.11 (viz [L], str.85). Necht’ X je náhodný vektor o k složkách,
potom

1. P̂X(t) = P̂X(−t) ∀t ∈ Rk,
2. pokud P̂X je reálná funkce, potom je nutně sudá,

3. P̂X je reálná funkce právě tehdy, když PX = P−X .

Věta 8.12 (viz [L], str.93). Necht’ reálná náhodná veličina X má integro-
vatelnou charakteristickou funkci P̂X , potom X je spojitá náhodná veličina
se spojitou omezenou hustotou

fX(x) =
1

2π

+∞∫

−∞

e−ıxt · P̂X(t) dt.

Poznámka 8.13. Poznamenejme, že např́ıklad veličiny s exponenciálńım roz-
děleńım nemaj́ı ani spojitou hustotu, ani integrovatelnou charakteristickou
funkci.

Necht’ X je spojitá náhodná veličina se sudou hustotou, potom P̂X je
sudá reálná funkce. Dejme tomu, že P̂X je nav́ıc integrovatelná a nezáporná
a označme

C =

∫

R
P̂X(t) dt,

potom
1

C
P̂X

ozn.
= fY
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je hustotou nějaké náhodné veličiny Y. Vypočteme charakteristickou funkci
této náhodné veličiny.

P̂Y (t) =

+∞∫

−∞

eıtxfY (x) dx =

+∞∫

−∞

eıtx
1

C
P̂X(x) dx =

2π

C

+∞∫

−∞

1

2π
e−ıtxP̂X(x) dx

=
2π

C
fX(t).

Předposledńı rovnost plat́ı kv̊uli sudosti P̂X .
Z výše uvedeného výpočtu plyne následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.14. Necht’ X,Y jsou spojité náhodné veličiny s hustotami fX , fY .
Necht’ dále pro nějaké kladné č́ıslo C plat́ı

P̂X = C · fY ,

kde P̂X je charakteristickou funkćı veličiny X. Potom

2π

C
· fX

je charakteristickou funkćı Y.

Př́ıklad 8.4. Vypočtěte charakteristickou funkci Cauchyho rozděleńı.

Řešeńı. Cauchyho rozděleńı má hustotu

fY (y) =
1

π(1 + y2)
.

Plat́ı tedy

fY (y) =
1

π
P̂X(y),

kde P̂X je charakteristická funkce náhodné veličiny X se standardńım La-
placeovým rozděleńım. Označme-li fX hustotu veličiny X, potom

P̂Y (t) =
2π

π
fX(t) = 2 · 1

2
e−|t| = e−|t|.

4
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Př́ıklad 8.5. Bud’te X, Y, Z nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny
s charakteristickou funkćı ϕ. Najděte charakteristickou funkci náhodného
vektoru

(X − Z, Y − Z)
ozn.
= L.

Řešeńı. Necht’ t, s ∈ R, potom

P̂L(t, s) = Eeıt(X−Z)+ıs(Y−Z) = E(eıtXeısY eı(−t−s)Z)
nez.
= EeıtX · EeısY · Eeı(−t−s)Z = ϕ(t) · ϕ(s) · ϕ(−t− s).

4
Podobně jako pomoćı vytvořuj́ıćı funkce, tak i pomoci charakteristické

funkce můžeme spoč́ıst momenty náhodné veličiny.

Věta 8.15 (viz [L], str. 87 a 90). 1. Pokud pro nějaké přirozené č́ıslo p
náhodná veličina X nálež́ı Lp, pak jej́ı charakteristická funkce má de-
rivace řadu 1, . . . , p a plat́ı

P̂
(k)
X (0) = ıkEXk, k = 1, . . . , p.

2. Pokud charakteristická funkce P̂X náhodné veličiny X má na nějakém
okoĺı nuly derivace řád̊u 1, . . . , 2p − 1 a má derivaci řadu 2p v nule,
potom X ∈ L2p.

Spojeńım dvou bod̊u posledńı věty dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.16. Pokud charakteristická funkce je diferencovatelná na něja-
kém okoĺı a má v nule druhou derivaci, potom je dva-krát diferencovatelná
na R.

Př́ıklad 8.6 (viz [L], str.87 a 90). Bud’te U1, V1, . . . , Un, Vn nezávislé ná-
hodné veličiny takové, že Ui maj́ı standardńı normálńı rozděleńı a Vi - alter-
nativńı (P (Vi = 0) = P (Vi = 1) = 1/2). Položme

Z =
n∑
i=1

Ui·Vi.

Najděte:

1. charakteristickou funkci Z,
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2. EZ,EZ3.

Řešeńı. 1. Veličiny U1, V1, . . . , Un, Vn jsou nezávislé, tedy i součiny

U1·V1, . . . , Un·Vn
jsou nezávislé a plat́ı

P̂Z(t) =
n∏
i=1

P̂Ui·Vi(t), t ∈ R.

Všechny veličiny U1, . . . , Un jsou stejně rozdělené, stejně tak i veličiny
V1, . . . , Vn, tedy i součiny

U1·V1, . . . , Un·Vn
jsou stejně rozdělené, tud́ıž maj́ı stejné charakteristické funkce. Potom

P̂Z(t) =
(
P̂U1·V1(t)

)n
, t ∈ R.

Zbývá tedy pouze spoč́ıst P̂U1·V1 .

P̂U1·V1(t) = EeıtU1V1 = EE(eıtU1V1 | V1).

Spočteme obecně E(eıtXY | Y ) pro nezávislé náhodné veličiny X, Y.

E(eıtXY | Y= y)
nez.
= EeıtXy = P̂X(ty),

tedy
E(eıtXY | Y ) = P̂X(tY ).

Vrat’me se k p̊uvodńı úloze.

P̂U1·V1(t) = EP̂U1(tV1) = Ee−
1
2

(tV1)2

=
1

2
e−

1
2
t2 +

1

2
· 1.

Potom

P̂Z(t) =

(
1

2
e−

1
2
t2 +

1

2

)n
.
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2. Z má reálnou charakteristickou funkci, tedy PZ = P−Z a

EZ = EZ3 = 0.

4

Př́ıklad 8.7. Reálná náhodná veličina X má charakteristickou funkci

P̂X(t) =
1 + it

1 + t2
.

Spočtěte špičatost X.

Řešeńı. Předpis definuj́ıćı P̂X je pouze jiným zp̊usobem zapsaná charakte-
ristické funkce exponenciálńıho rozděleńı s parametrem 1, o kterém je známo,
že má špičatost 9. Zkuste dojit k tomuto výsledku derivováńım funkce P̂X
(před derivováńım se vyplat́ı charakteristickou funkci částečně pokrátit).

4
Př́ıklad 8.8. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch funkćı je a která neńı cha-
rakteristickou funkćı nějaké reálné náhodné veličiny

1. cos t, 2. sin t, 3. et, 4. e−|t|, 5. e−t
2

.

Řešeńı. 1. Vyšetřovanou funkci přeṕı̌seme pomoćı komplexńı exponen-
ciály.

cos t =
1

2
(eıt + e−ıt) = P (X = 1) eı·t + P (X = −1) eı·(−t) = P̂X(t),

kde X má symetrické alternativńı rozděleńı, to jest

P (X = 1) = P (X = −1) =
1

2
.

2. sin 0 = 0 6= 1, tedy tato funkce nemůže být charakteristickou funkćı
žádné náhodné veličiny.

3. |e1| = |e| > 1, tedy tato funkce nemůže být charakteristickou funkćı
žádné náhodné veličiny.

4. e−|t| je charakteristickou funkćı Cauchyho rozděleńı.
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5. e−t
2

= e−
1
2

(t·√2)2

= P̂N(0,1)(t ·
√

2) = P̂N(0,2)(t).

4
Definice 8.17. Řekneme, že náhodná veličina X má řešetovité rozděleńı
s počátkem a a krokem d, d > 0 pokud

P (X ∈ {a+ dz, z ∈ Z}) = 1.

Věta 8.18 (přepsáno z [L], str.96). Necht’ reálná náhodná veličina X má
řešetovité rozděleńı s krokem d a počátkem a, potom |P̂X(t)| je periodická

s periodou 2π
d

a P̂X(2π
d

) = eı
2π
d .

Věta 8.19 (přepsáno z [L], str.97). Necht’ X je reálná náhodná veličina.
Když |P̂X(t)| = 1 pro nějaké t > 0, potom náhodná veličina X má řešetovité
rozděleńı s krokem 2π

t
a a ∈ R splňuj́ıćı P̂X(t) = eıta je jeho počátek.

Důsledkem posledńıch dvou vět je následuj́ıćı tvrzeńı,

Tvrzeńı 8.20. Pokud pro charakteristickou funkci P̂X plat́ı |P̂X(t)| = 1 pro
nějaké t > 0, potom |P̂X | je periodická s periodou t.

Necht’ Xj, j ∈ N jsou reálné náhodné veličiny s charakteristickými

funkcemi P̂Xj a N je s Xj nezávislá náhodná veličina s hodnotami v N,
přičemž P (N = j) = pj pro všechna j ∈ N. Definujme náhodnou veličinu S
předpisem

S =
+∞∑
j=1

Xi · IN=n

a spočteme jej́ı charakteristickou funkci.

P̂S(t) = Eeı〈t,S〉 =
+∞∑
j=1

E
(
eı〈t,Xj〉 · IN=n

) nez.
=

+∞∑
j=1

E
(
eı〈t,Xj〉

)
P (N = n)

=
+∞∑
j=1

P̂Xj(t) · pj.

Povšimneme si ještě, že
∑+∞

j=1 pj = 1.

Pokud jsou naopak dány charakteristické funkce P̂j, j ∈ N a nezáporná
č́ısla pj taková, že

∑+∞
j=1 pj = 1, potom existuj́ı reálné náhodné veličiny

Xj, j ∈ N, pro které P̂j jsou jej́ımi charakteristickými funkcemi a nezávislá
s Xj náhodná veličina N taková, že P (N = j) = pj pro všechna j ∈ N.

Z těchto úvah plyne následuj́ıćı tvrzeńı.
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Tvrzeńı 8.21. Necht’ P̂j, j ∈ N jsou charakteristické funkce, pj jsou nezá-
porná č́ısla taková, že

∑+∞
j=1 pj = 1, potom

P̂(t) =
+∞∑
i=1

pi · P̂i(t), t ∈ R,

je charakteristickou funkce nějaké náhodné veličiny. Heslovitě: spočetná kon-
vexńı lineárńı kombinace charakteristických náhodných veličin je také cha-
rakteristickou funkćı.

Př́ıklad 8.9. Rozhodněte, pro která α ∈ R je funkce

ϕ(t) = 1− α sin2 t

charakteristickou funkćı nějaké reálné náhodné veličiny a pro která neńı.

Řešeńı. Funkce sin2 nabývá všech hodnot z intervalu [0, 1], tedy ϕ nepře-
sahuje v žádném bodě v absolutńı hodnotě 1 právě tehdy, když α ∈ [0, 2].

Uprav́ıme vzorec definuj́ıćı ϕ.

ϕ(t) = 1− α sin2 t = 1− α1− cos 2t

2
=

2− α
2

+
α

2
cos 2t.

Konstantńı jedna je charakteristickou funkćı veličiny, která skoro jistě
nabývá nuly.

Funkce cos 2t je charakteristickou funkćı dvojnásobku veličiny se symet-
rickým alternativńım rozděleńım.

Č́ısla 2−α
2

a α
2

pro α ∈ [0, 2] jsou nezáporná, jejich součet je jedna.
Funkce ϕ pro α ∈ [0, 2] ϕ je potom konvexńı kombinaćı charakteris-

tických funkćı, tud́ıž je také charakteristickou funkćı. Pro jiná α neńı cha-
rakteristickou funkćı, nebot’ neńı v absolutńı hodnotě omezena jednou.

4
Necht’ N je náhodná veličina s hodnotami v N0 a ψ(s) = EeN je jej́ı

vytvořuj́ıćı funkce. Necht’ dále Xj, j ∈ N je posloupnost nezávislých stejně
rozdělených náhodných veličin, která je nezávislá s náhodnou veličinou N,
Definujme náhodnou veličinu

S =
N∑
j=1

Xj
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a vypočteme jej́ı charakteristickou funkci.

P̂S(t) = EeıtS = EE(eıtS | N).

Necht’ n ∈ N0, potom

E(eıtS | N = n) = Eeıt
Pn
j=1Xi

nez.
=

n∏
j=1

EeıtXi = P̂X(t)n,

kde P̂X je charakteristická funkce veličiny X1. Potom E(eıtS | N) = P̂X(t)N

a
P̂S(t) = EP̂X(t)N = ψ(P̂X(t)).

Výsledkem této úvahy je následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.22. Necht’ P̂ je charakteristickou funkćı nějaké reálné náhodné
veličiny a ψ je vytvořuj́ıćı funkce nějaké náhodné veličiny s hodnotami v N0,
potom ψ(P̂) je charakteristickou funkćı nějaké náhodné veličiny.

Společným d̊usledkem vět 8.4 a 8.9 (viz řešeńı př́ıkladu 8.2) je následuj́ıćı
tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.23. Necht’ X,Y jsou nezávislé náhodné veličiny s charakteris-
tickými funkcemi P̂X , P̂Y , potom jejich součet má charakteristickou funkci

P̂X+Y (t) = P̂X(t) · P̂Y (t), t ∈ R.

Poznámka 8.24. Z posledńıho tvrzeńı plyne, že součin dvou charakteristic-
kých funkćı je také charakteristickou funkćı.

Uvedeme ještě jedno kritérium, které pro určitý typ funkćı pomůže nám
ukázat, že jsou charakteristickými funkcemi nějakých náhodných veličin.
Jeho d̊ukaz je poměrně rozsáhlý, proto ho ponecháme na konec této kapitoly.

Věta 8.25. Pokud funkce f na R splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. f(0) = 1,

2. f je reálná funkce,

3. f je nezáporná funkce

4. f je sudá funkce,
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5. f je spojitá na R,

6. pro všechna x ∈ R plat́ı f(x) ≤ 1,

7. f je konvexńı na R+,

potom f je charakteristickou funkćı nějaké náhodné veličiny.

Př́ıklad 8.10. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch funkćı je a která neńı cha-
rakteristickou funkćı nějaké reálné náhodné veličiny

1.
1

2− exp (ıt
√

2)
, 2. max (0, 1− |t|),

3. max (0, 1−
√
|t|), 4.

1

3
cos t · e−|t| + 2

3
e−

t2

4 .

Řešeńı. 1. Veličina s geometrickým rozděleńım s parametrem 1/2 má
vytvořuj́ıćı funkci

ψ(s) =
1/2

1− s/2 ,

veličina skoro jistě nabývaj́ıćı hodnoty
√

2 má charakteristickou funkci

P̂(t) = eıt
√

2,

potom

ψ(P̂(t)) =
1

2− exp (ıt
√

2)

a vyšetřovaná funkce je charakteristickou funkćı.

2. Tato funkce splňuje všechny podmı́nky věty 8.25, tedy je charakteris-
tickou funkćı.

3. Tato funkce splňuje všechny podmı́nky věty 8.25, tedy je charakteris-
tickou funkćı.

4. Necht’ X má symetrické alternativńı rozděleńı, Y má Cauchyho rozdě-
leńı, Z má normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a rozptylem
jedna polovina a necht’ X,Y jsou nezávislé.
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Potom

cos(t) = P̂X(t),

e−|t| = P̂Y (t),

cos t · e−|t| = P̂X+Y (t),

e−
t2

4 = P̂Z(t),

tedy vyšetřovaná funkce je konvexńı kombinaćı charakteristických fun-
kćı, tud́ıž je také charakteristickou funkćı.

4

Př́ıklad 8.11. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch funkćı je a která neńı cha-
rakteristickou funkćı nějaké reálné náhodné veličiny

1. cos(t2), 2. max (cos(t), cos(2t)),

3. max (0, 1− t2), 4. max(e−x
2

,
1

2
).

Řešeńı. 1. Označme f(t) = cos(t2), potom f(
√
π) = 1, ale

√
π neńı

periodou |f |, tedy f podle tvrzeńı 8.20 neńı charakteristickou funkćı
žádné náhodné veličiny.

2. Označme f(t) = max (cos(t), cos(2t)), potom f(π) = 1, ale π neńı
periodou |f |, nebot’ např́ıklad

|f(3π/4)| = 0 6=
√

2

2
= |f(−π/4)|.

Tedy f podle tvrzeńı 8.20 neńı charakteristickou funkćı žádné náhodné
veličiny.

3. Tato funkce je nekonečně diferencovatelná na okoĺı nuly, ale neńı di-
ferencovatelná na R, tedy podle tvrzeńı 8.16 neńı charakteristickou
funkćı žádné náhodné veličiny.

4. Tato funkce je nekonečně diferencovatelná na okoĺı nuly, ale neńı di-
ferencovatelná na R, tedy podle tvrzeńı 8.16 neńı charakteristickou
funkćı žádné náhodné veličiny.
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Ted’ provedeme d̊ukaz věty 8.25. K tomu budeme potřebovat následuj́ıćı
pomocné tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.26 (viz [L], str.91). Necht’ pro všechna n ∈ N funkce fn jsou
charakteristickými funkcemi nějakých náhodných veličin. Pokud posloupnost
{fn} konverguje bodově k funkci f, která je spojitá v nule, potom f je také
charakteristickou funkćı nějaké náhodné veličiny.

Poznámka 8.27. Věta 8.25 obsahuje spoustu velice jednoduchých podmı́nek,
proto pro stručnost funkćım, které splňuj́ı podmı́nky 1 až 7 z věty 8.25, bu-
deme v rámci následuj́ıćıho d̊ukazu ř́ıkat slušné.

Důkaz (věty 8.25). Necht’ f je slušná funkce. Ukážeme nejprve, že je neros-
toućı na R+.

Necht’ tomu tak neńı, to jest existuj́ı kladná č́ısla x1 < x2 taková, že
f(x1) < f(x2). Uvažujme př́ımku h(x) prot́ınaj́ıćı oba body (x1, f(x1)) a
(x2, f(x2)), to jest př́ımku

h(x) = f(x1) +
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

· (x− x1).

Z konvexnosti funkce f plyne nerovnost

f(x) ≥ h(x), pro všechna x ≥ x2.

Pod́ıl (f(x2)− f(x1))/(x2 − x1) je kladný, tedy

lim
x→+∞

h(x) = +∞

a existuje č́ıslo x3 takové, že x3 > x2 a h(x3) > 1, pak ale

f(x3) ≥ h(x3) > 1,

což je v sporu s t́ım, že f v žádném bodě nepřesahuje jedničku. T́ım je
dokázáno, že f je nerostoućı na R+.

Dále krok po kroku zredukujeme dokazované tvrzeńı na d̊ukaz toho,
že funkce max (0, 1− |t|) je charakteristickou funkćı nějaké reálné náhodné
veličiny. Potom dokážeme i toto tvrzeńı a t́ım bude d̊ukaz věty dokončen.

1. Necht’ f je slušná funkce. V nule nabývá hodnoty 1, je nerostoućı na
množině R+ a je omezená zdola nulou, existuje tedy limita

lim
x→+∞

f(x) = a ∈ [0, 1].
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Pokud a = 1, potom f nabývá hodnoty 1 všude na R, tud́ıž je charak-
teristickou funkćı veličiny, která se skoro jistě rovná nule. Necht’ a 6= 1,
potom

f(x) = a · 1 + (1− a) · f̃(x),

kde

f̃(x) =
f(x)− a

1− a .

Funkce f je tedy konvexńı lineárńı kombinaćı konstantńı jedničky,
která je charakteristickou funkćı, a funkce f̃ . Funkce f̃ je slušná a má
v plus a minus nekonečnu limitu nula. Dokážeme-li, že takové funkce
jsou charakteristickými funkcemi, pak t́ım dokážeme, že f je charak-
teristická funkce, a spolu s t́ım i tvrzeńı věty.

2. Necht’ f je slušná funkce s limitou nula v plus a minus nekonečnu.
Definujme pro n ∈ N funkci fn následovně:

fn(x) =

{
f(x), pokud |x| ≤ n

f(n), jinak.

Funkce f je zřejmě spojitou v nule a je bodovou limitou posloupnosti
{fn}. Pro každé n ∈ N funkce fn je slušná a mimo nějaký určitý interval
je konstantńı. Dokážeme-li, že takové funkce jsou charakteristickými
funkcemi, pak t́ım dokážeme, že f je charakteristická funkce, a spolu
s t́ım i tvrzeńı věty.

3. Necht’ funkce f je slušná a mimo nějaký určitý interval je konstantńı.
Stejně jako v bodě 1 se dá ukázat, že f je konvexńı lineárńı kombinaćı
konstantńı jedničky, která je charakteristickou funkćı, a funkce, která je
slušná a mimo nějaký určitý interval je nulová. Dokážeme-li, že takové
funkce jsou charakteristickými funkcemi, pak t́ım dokážeme, že f je
charakteristická funkce, a spolu s t́ım i tvrzeńı věty.

4. Necht’ funkce f je slušná a mimo nějaký určitý interval je nulová, to
jest existuje t > 0 takové, že f(x) = 0 kdykoli x ≥ t. Funkci f budeme
aproximovat lomenými čárami.

Necht’ n ∈ N. Pro k = 1, . . . , 2n označme hk př́ımku, která prot́ıná graf
funkce f v bodech

(
(k − 1)

t

2n
, f

(
(k − 1)

t

2n

))
a

(
k
t

2n
, f

(
k
t

2n

))
,

111



to jest

hk(x) = f

(
(k − 1)

t

2n

)
+

(
|x| − (k − 1)

t

2n

)
f(k t

2n
)− f((k − 1) t

2n
)

t
2n

.

Necht’ funkce fn je dána předpisem

fn(x) =
2n∑

k=1

hk(|x|) · I[(k−1) t
2n
,k t

2n
)(|x|).

Funkce fn, n ∈ N, jsou aproximacemi funkce f lomenými čárami s po-
loměrem děleńı konverguj́ıćım k nule s n rostoućım do nekonečna.
Funkce f je spojitá, tedy je spojitá v nule, a je bodovou limitou po-
sloupnosti fn. Každá z funkćı fn je slušná, nulová pro x taková, že
|x| > t pro nějaké kladné t a po částech lineárńı na intervalu [0, t].
Dokážeme-li, že takové funkce jsou charakteristickými funkcemi, pak
t́ım dokážeme, že f je charakteristická funkce, a spolu s t́ım i tvrzeńı
věty.

5. Necht’ funkce f je slušná, nulová pro x taková, že |x| > t, pro nějaké
kladné t a po částech lineárńı na intervalu [0, t]. Můžeme ji pak zapsat
ve tvaru

f(x) =
n∑

k=1

(αk|x|+ βk) · I[tk−1,tk)(|x|)

pro nějaké n ∈ N, 0 = t0 < t1 < . . . < tn = t, α1, . . . , αn, β1, . . . , βn ∈
R. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že

t = inf {x > 0, f(x) = 0}.

Funkce f je potom kladná na [0, t) a ze spojitosti f plyne, že f(t) =
f(tn) = 0.

Položme αn+1 = βn+1 = 0, potom

n∑

m=k

(αm − αm+1) = (αk − αk+1) + (αk+1 − αk+2) + . . . (αn − αn+1)

= (αk − αn+1) = αk.
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Analogicky

βk =
n∑

m=k

(βm − βm+1).

Označ́ıme-li αm − αm+1 = α′m, βm − βm+1 = β′m, potom

f(x) =
n∑

k=1

I[tk−1,tk)(|x|) ·
n∑

m=k

(α′m|x|+ β′m)

=
n∑

m=1

(α′m|x|+ β′m) ·
m∑

k=1

I[tk−1,tk)(|x|)

=
n∑

m=1

(α′m|x|+ β′m) · I[0,tm)(|x|).

Pro m = 1, . . . , n plat́ı (plyne to ze spojitosti f, pro m = n - nav́ıc
z toho, že f(tn) = f(t) = 0)

αm · tm + βm = f(tm) = αm+1 · tm + βm+1. (8.1)

Z této rovnosti plyne, že pokud pro m = 1, . . . , n plat́ı βm = βm+1,
potom i αm = αm+1. Pro m = 1, . . . , n−1 by to znamenalo, že na dvou
sousedńıch úsećıch funkce f je aproximována stejnou lineárńı funkćı.
V takovém př́ıpadě bychom mohli tyto dva úseky spojit.

Funkce f je kladná na [0, t), proto na [tn−1, tn) nemůže být nulovou.
V bodě tn = t je f nulová, tedy ze spojitosti plyne, že na [tn−1, tn)
nemůže se rovnat ani jiné konstantě. Tedy αn 6= 0 = αn+1 a βn 6= 0 =
βn+1.

Bez újmy na obecnosti můžeme tedy předpokládat, že pro všechna
m = 1, . . . , n plat́ı αm 6= αm+1 a βm 6= βm+1. Potom β′m 6= 0 ani
α′m 6= 0 pro žádné m = 1, . . . , n.

Z toho, že f je nerostoućı plyne, že αm jsou nekladná pro všechna
m = 1, . . . , n. Z konvexnosti f nav́ıc plyne, že α1 ≤ α2, . . . ,≤ αn.
S ohledem na to, že jsou nenulová, α′m jsou potom záporná pro všechna
m = 1, . . . , n.

Z rovnost́ı (8.1) a z nenulovosti α′1, . . . , α
′
n plyne pro m = 1, . . . , n

rovnost

tm =
βm − βm+1

αm+1 − αm = −β
′
m

α′m
,
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ze které na oplátku plyne, že pod́ıly β′m/α
′
m jsou všechny záporné.

S ohledem na zápornost všech α′m, znamená to, že β′m jsou všechna
kladná.

Označme pro m = 1, . . . , n

fm =

(
1 +

α′m
β′m
|x|
)
· I[0,−β′m/α′m)(|x|),

potom

f(x) =
n∑

m=1

β′m · fm(x).

Pro všechna m = 1, . . . , n plat́ı fm(0) = 1, tedy

f(0) =
n∑

m=1

β′m = 1

a f je konvexńı lineárńı kombinaćı funkćı fm,m = 1, . . . , n, nebot’ β′m
jsou všechna kladná.

Každá z funkćı fm je takzvaná trojúhelńıkovitá, to jest má tvar

fm(x) = max(0, 1− |rx|)

pro nějaké r > 0. Dokážeme-li, že trojúhelńıkovité funkce jsou cha-
rakteristickými funkcemi, pak t́ım dokážeme, že f je charakteristická
funkce, a spolu s t́ım i tvrzeńı věty.

6. Necht’ pro funkci f plat́ı

f(x) = max(0, 1− |rx|)

pro nějaké r > 0. Pokud funkce max(0, 1 − |x|) je charakteristickou
funkćı náhodné veličiny X, potom f je charakteristickou funkćı veličiny
r ·X. Dokážeme-li, že funkce max(0, 1−|x|) je charakteristická funkce,
pak t́ım dokážeme, že f je charakteristická funkce, a spolu s t́ım i
tvrzeńı věty.

Zbývá ted’ dokázat, že funkce f(x) = max(0, 1− |x|) je charakteristická
funkce. Necht’ náhodná veličina X má hustotu f (aritmetický pr̊uměr dvou
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nezávislých veličin s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (−1, 1) má tuto
hustotu). Spočteme charakteristickou funkci X. Pro t r̊uzné od nuly

P̂X(t) =

∫ 1

−1

(1− |x|) · eıt·x dx =

∫ 0

−1

(1 + x) · eıt·x dx+

∫ 1

0

(1− x) · eıt·x dx

=
1

ıt
[(1 + x) · eıtx]0x=−1 −

1

ıt

∫ 0

−1

eıt·x dx

+
1

ıt
[(1− x) · eıtx]1x=0 +

1

ıt

∫ 1

0

eıt·x dx

=
1

ıt
− 1

(ıt)2
[eıtx]0x=−1 −

1

ıt
+

1

(ıt)2
[eıtx]1x=0 = − 1

t2
(e−ıt + 1− eıt + 1)

=
2− 2 cos t

t2
,

P̂X(t) = 1.

Funkce P̂X je spojitá na R, nezáporná, u nekonečna je ze shora omezena
integrovatelnou shora funkćı 4

t2
, tud́ıž P̂X je integrovatelná. Označme

C =

∫ +∞

−∞
P̂X(t) dt,

potom P̂X/C je hustotou nějaké náhodné veličiny Y, která z tvrzeńı 8.14 má
charakteristickou funkci

P̂Y (t) =
2π

C
f(t).

Z rovnosti P̂Y (0) = 1 plat́ı potom C = 2π a f je charakteristickou funkćı
veličiny Y.

T́ım je věta dokázána.

�
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